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(n+ 1)2c7(n+ 1) = (26n2 + 13n+ 2)c7(n) + 3(3n− 1)(3n− 2)c7(n− 1)

���� ������� 
��������� c7(−1) = 0 ��� c7(0) = 1� ��� � �������� �	����
 ��
	����
�

(n+ 1)4u7(n+ 1) = −Pu7(n)−Qu7(n− 1)−Ru7(n− 2)− Su7(n− 3)

�����

P = 26n4 + 52n3 + 58n2 + 32n+ 7,

Q = 267n4 + 268n2 + 18,

R = 1274n4 − 2548n3 + 2842n2 − 1568n+ 343,

S = 2401(n− 1)4

���� ������� 
��������� u7(0) = 1 ��� u7(−1) = u7(−2) = u7(−3) = 0. ��� �������
������ ���
��	�� 	��� �� ����� ���
����� 	������� ��� ���������
�� �������  �����

!���� ��� ����� ���� ���� �� ��� ������ � ���	��� ���� �� ����� "� #����	$��%�

&��������� ������� ����� 	�
����� ��� &	��� ����	
��� '�(�������� ��	������ ����
��

���� ���� ����� 	�
����� ��� ������ �� ������ ����� ��
	����
� ���������� �����������

���������� ��� ������������ ��
�	���� �� ������	� � )��	���%� ��������� ���������


�������	� � ��� ���	��
�� ��� ������ ��� 
��$�
�	��� �� 
����	��
� ���������� ���

������

���



��������	
�����

�� ��� ���� � 	
������ �� ���� ��������� �
������
 ����� ���	�
 �� �� ��	�
����
�

��� ������� ��������� 	������� ��� ��������� �� ����� ��� ������ �� ��
���� ����

������� � ��� ���� �� ����� �� �������  
���� !"#
��� ��� ��� �����
���� ��

��� ��
 ��� 	
���$
������ �� �� �������

��



�������

���� ������ �� ��� ���	�
�� ��� �� ��� ������ ��
���� �� ������
� �� ��
����� ��

��
 ��������� ��� �
���������� ������� 	���� � ����� �����
� �� ��� ���
 ������� �
�

��� ���������
� �
 �������  � 	��� � ����� ���������� ������� �� ������� �����

�
� ���� ����	���
� ������� �
 �������� !"# � 	��� ��$
����
�% �����������% ���&

����
���� �'�����
� �
� ������� ��� ���
 ������� ��� �������� �
 ������� (� ���


�
 �������� )"* � ���� �� ��
��'��
��� �� ��� $
��
	�� +���� � ������� �
 �
�&

��	�� �� ������
�� ���
���� ��� ��� �'���� �� ��� �����	�������� ������% ���
 ���� ��

����������� �
� ��
	���
���� ,� $
��� ��� ��
������
� �
� ��		�����
� ��� �������

����

�



����� �� ��	��	�


��������	
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� �����	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� ����
����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ��	���� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ��������� �������� �� ��	���� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ���
�� ��	 ����� �� ��	���� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

����� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� !���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

� #������� �� ��	���� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� !���� �$ ��%�� ����� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� &�'������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� (������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

����� ���*����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

��� !���� +$ �*��� ����� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� &�'������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� (������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���*����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+

) &��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

)�� !���� � 	��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

)�� !���� + 	��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

 &�,�������� �-������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

 �� !���� � 	�,�������� �-������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

 �� !���� + 	�,�������� �-������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ).

� ���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ))

��� /������ ���$ ����� ) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ))

��� !���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ) 

��� !���� + � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ) 

����� � ��� �-����� {c7(n)} � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

����� � ����	 ��� �-����� {u7(n)} � � � � � � � � � � � � � � � � �  .
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��� �������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �
�� �!"#�$
�%
��� ��� �� &�� �������
� �'����
��� � � � � � � � � �(

��� �������
� )� ��
��� �& � � ��*����� {t7(n)} � � � � � � � � � � � � � �(

��� �������
� )� ��
��� �& � � ��*����� {c7(n)} � � � � � � � � � � � � � +,

����� -�����
�
�. r ��� α � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +,

����� /����
��� ���0����
�� �& α � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +�

����� -�����
�
�. � � �������� C � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +�

����� # � �������
�� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +�

��� �������
� )� ��
��� �& � � ��*����� {u7(n)} � � � � � � � � � � � � � +�

����� �����
� ������
���
�� �& r ��� α � � � � � � � � � � � � � � � � +�

����� /����
��� 
�����
.��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +(

����� -�����
�
�. � � �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

��+ 1��� ��&������� �� �������� �������
� ��� ��� 
� � � �
�������� � � � ��

( ���.������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�, �������
��� ��� &��� �� 2��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+

�,�� �������
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Fn+1 = Fn + Fn−1.

�� ��� ��� �������� ������ ��� ��� ��� ���� ���� �� �� ����
���� �� �� ���
� �
��
F−1 = 0 ��� F0 = 1� ���� ��� 
����� �������� ���
��

{1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . .}.

��
� 
� � �������� �������� ������ �������� ��
�� 
� �
�
�� 
� ���� ���� ���
������� �� ��� ���
��� ���� 
� ��� �� � ��������! ������! ��� ���"�
���� ��
���
� �������
���� ��� ������� ����
�� 
� �
��� ��

(n+ 1)3an+1 = (2n+ 1)(17n2 + 17n+ 5)an − n3an−1

�
�� 
�
�
�� ����
�
��� a−1 = 0 ��� a0 = 1� ��� ���� 
� ��� �� � �������� ��� ��
�
��� �� � �
���
�� ���

an =
n∑

k=0

(
n

k

)2(
n+ k

k

)2

. #$�$%

����� ����! ������ ��� �� � ������! �� ���� 
������ �������� ��
� 
� ��� ���
���
	�� ��� ������� ����
��� ��� ��� 	�� �� � ������ �� �� 	�������

{1, 5, 73, 1445, 33001, . . .}.

��� �� � ������ ��� ���� �� ���� ζ(3) 
� 
��
���� ����

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
, &�(s) > 1


� ��� &
����� '��� 	����
��� ��
� 
� ���� �����
��� 
� ��� ������
�
�� ��
��� �� ���
�� (����� 
� )*+,�

$



������ ���	 
�� �������� �� ������� ������� � � � ������� ������ �� ���������
� ��� ���

(n+ 1)2sn+1 = (an2 + an+ b)sn − cn2sn−1, s−1 = 0, s0 = 1.

����� ��� ��� ���  �
� ������ (a, b, c)! ������� 
��� ��� ������� ��������
a−1 = 0, a0 = 1! ���� ���� �� ������� �������� �������" ���� �� ���� ��� �������
����������� �� ��������" ���� �������� �

(a, b, c) = (11, 3,−1), (−17, 6, 72), (10, 3, 9), (7, 2,−8), (12, 4, 32), (−9,−3, 27).

������ ��� ��#������� ���� ���� 
�� ��� ����� 
���"

��� ��#� ������ � �� �������� ������� �� ���� ������ �� ��� �������� � �
 ��$
������� ������� � ���� ���� �� ������" ���� ���� �������� ��%������ ����
������ �� ������� ���������" &� � ��� ����� ������� ��� '��� �������� �� � �����$����
���������� ������� ��� ���� ���� ��� ��������� ��� ��������� ��� � � ��(����� ���
� �������� ��� ��������" ��� '��� �������� �� ��'��� �� ��� ���������� �������

(n+ 1)2c7(n+ 1) = (26n2 + 13n+ 2)c7(n) + 3(3n− 1)(3n− 2)c7(n− 1) )*"+,


��� ������� �������� c7(−1) = 0 ��� c7(0) = 1" ��� �������� ����� �� ��� �
��
������ �������� �

z7 =
∞∑
n=0

c7(n)X
n


���� z �� ��'��� �� � ����� ������

z7 = z7(q) =
∞∑

m=−∞

∞∑
n=−∞

qm
2+mn+2n2

, |q| < 1 )*"-,

��� X �� ����� �� ����� � ��� �������� ��

X7 =
w7

1 + 13w7 + 49w2
7

)*".,


����

w7 = q
∞∏
j=1

(1− q7j)4

(1− qj)4
. )*"/,

��� ����� ��
 �������� �� ��'��� �� � '��$���� ������� ���������� �������

(n+ 1)4u7(n+ 1) = −Pu7(n)−Qu7(n− 1)−Ru7(n− 2)− Su7(n− 3)

+



�����

P = 26n4 + 52n3 + 58n2 + 32n+ 7,

Q = 267n4 + 268n2 + 18,

R = 1274n4 − 2548n3 + 2842n2 − 1568n+ 343,

S = 2401(n− 1)4

���� ������	 
�������� u7(0) = 1 ��� u7(−1) = u7(−2) = u7(−3) = 0.
��� �����
� �

�� �� ��� ����� ���� �������� ��

y7 =
∞∑
n=0

u7(n)w
n
7

�����

y7 =
∞∏
j=1

(1− qj)7

(1− q7j)

���

w7 = q

∞∏
j=1

(1− q7j)4

(1− qj)4
.

��� ��������� �� ���� �����
� ��� ��� ����
� �� ��� �����

��� ���� �� ��������� �� ������� ���� ���� ���� ��
��� ���� �� � �����
�
{t7(n)} ���� �� ��
������ �� �� ��������� �� ������ �� �� � !�"#� $� ���������
� 
������� ���
� ��
� 	��� %�&���'� (�� �� ����� �����
� �� ����� �� ���� ����
��)

(n+ 1)3t7(n+ 1) = (2n+ 1)(13n2 + 13n+ 4)t7(n) + 3n(9n2 − 1)t7(n− 1) * �+,

���� ��� ������	 
�������� t7(0) = 1 ���
� � �-
���� �� ��� 
��� ��� � � �����
���� 
���
 ��
�����
� ��	����� ����� ��� 
��-
���� ��� �		 ����&��� ��� �����
�
{t7(n)} �

�� �� ��� �������� ��

z27 =
∞∑
n=0

t7(n)X
n
7

����� z7 ��� X7 ��� &���� �� * �., ��� * �",�

.



� �������� 	
� ��	 ���� ��
�� �� �� �
����� ���� �� ���� ��� ���	 	�
�� �	
������	 

t7(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)2(
2k

n

)(
n+ k

k

)
. !���"

� �� ��� ��� �� �
����� �� ����		 �� #����$ � ��
���� ������� �� � %���
�� �������� 	
�� &� �� '��� ����
�� 	������ � 
	 �� 	
�����	 ���%�$
��� �� ������� 	
���
�	��� ����� ����
�	 � ��
���� ������� ���� 	
�	 ��
�������� ��(����	� )	��$ �� *���� �� +�
����� !���" �	 ������	 

� �������	�

���

� ��	�������
�����
	��������������
	����������

����
	�������������������

�� �
��
� �	 �� ��
���� �������

−3 (n− 1) (3n− 4) (3n− 2) tn−2 − (2n− 1)
(
13n2 − 13n+ 4

)
tn−1 + tnn

3

���� �	 �
�� �� ,��� )�����
����� ��� �	 �� ����������� ������
� ��� ��
��$������ �� �� ����
� � �������� 	
� $�-� � ��
���� ��������

������ �	��� �� �� ���.�� ��	 �� 	 �� ��� ��	 �� �����$
 �� /��
	�0	 ��������
/��
	� ��	 ���%��$ ����� �11 ���	 �$� �� 	����� �
������	 
	��$ ����$������
	��	2 	 !3��" ��� � �#������� 4 ��
�� � -�� 
	�
� ������� ��� � ��� � 	��	
����� ��	 �� 	�
�� �� ������ 	��	� ���� �	{

2F1

(
a, b

a+ b+ 1
2

; x

)}2

= 3F2

(
2a, 2b, a+ b

2a+ 2b, a+ b+ 1
2

; x

)
.

� ����� �� 	 �� ��� �	 �� �����$
 �� /��
	�0	 �������� � ���% �� ��� ����
	��	 ����� ���� �� ��
���� ������� ��� {c7(n)} +�
����� !���" ��� {t7(n)}
+�
����� !��3"� � ��
�� �� � 	�
�� �� � $� �� ����

( ∞∑
n=0

c7(n)X
n

)2

=
∞∑
n=0

t7(n)X
n.

&� � ��% ��� 	�
�� �#�� �� � ��
���� ������� ��� ��� �� 	�
�� ��� �� $�5
��� � �� ��� $���$ �� $� �������$ ���� 6� ���	 �	 � 	���%��$ �	
�� ��� �
� ��
	�
�� ��� ��� 	���	 � �� ��- � /��
	� ��� �����$
�

�



�� ���� �� ��	� 
��
������ � ��� ���������� �� ���� �� ���	
������� ���� �� ��
��� ������� �� �� �

����	����� �� � ���	 �� ��� �������� �� � ����� n� ���
���	
����� ��	��� �� ��� �������� �� �������� ����� �� �����  �

cn ∼ Cn− 3
227n �� n → ∞

����� �� ����	��� ��� �������� C ��  �

C ≈ 0.095522305268126714651307910787029 . . . .

�� ���� ����������� ����������� �� ���� ������� ! ��� � ���"��" ��" #�� ����� ���
�"����" $���� %&'( ���" � ���������� �����#�"  � ���  ���	��� ���)������� *�

���
p �� � 
��	�� n ��" k ��� ��� �������� �������� ����  ��� p ��
������������ �����  �

n = n0 + n1p+ n2p
2 + · · ·+ nrp

r

��"

k = k0 + k1p+ k2p
2 + · · ·+ krp

r.

���� (
n

k

)
≡

(
n0

k0

)(
n1

k1

)
· · ·

(
nr

kr

)
(mod p).

+����� �� %,,( ��� ����� ���� �� ��� 
��	� p ��" ��� ������� n ��� !
-�� ��������
�� �������� ����� �����#�� ��� 
��
����

an ≡ an0an1 . . . anr (mod p).

�� ������� �� ����"  � ����������� �� ��� � �������� {c7(n)} �� �������� ����� ��"
��� ���� ��������� 
��
����� ! ����� ��� "��� ����� .�
�� ��" �� ���� ������" ��
#�" ���� �� ��� � ��� #��� ��� ���"��" 
��	�� � $����/��
� ���������� ���"�� ��
���� � �� �� 	��� ��� ���0������ ����

cn ≡ cn0cn1 . . . cnr (mod p)

���"� � ��" ���� � p �� � 
��	� ��������� �� 0, 1, 2 �� 4� 	�"��� 7� ��� 	��� ������
�� �����1�  ��� � �� �� 
���� ��� ���0������ ��� �� ���� ����� �� �� �����  ���	���
��	 �� {c7(n)}�

2



������� �

	�
������

��� ������ ����

��� �����	
�� �� �� �����	�� 	� ��	� ����	� �� ��
�  ���� 
� �����	
�� �����
�
���� �
��� ��	�� �� 	�������	�� ����	� �����	
�� ������ 
� ��� ����� ��� 
�
��� �
����� ����� ���� ��� ���� �����	��� �� ��	�� ���� � ����	��� �� ��	��
�� ���  �
� 
� �������� �� �	�� ����	�� ��
����	��� �
���� �
��� ��
 ���
  
��	�� �����	
� ����� ��� �
�!�	���� �� 
���� 	�������	�� ��"������� # �
����
�
�� �
��������� 	� 
�� �� �� �� �"�� �
  �
���� �
�� �
��������� 	� �
����
�� ��	�� �� ��� �
 	�������	�� 	����	�	��� # ���	�� �
� ��	�� ��� ���
����� 
�
q$  �
����� ��	���$ �� "����	� �������	
�� �� ����� ���� �����	
��� ����
�����	
�� �� ������� 
� �
���� �
��� �� �� 	���
����� 	� ��� ���� ����	
�� %�
��	� ������ �� �	��  ��	�� �	��
�	�� 
����	�� 
� �
���� �
���$ �

& � ��� �������
���
�� 
� �
���� ��
���$ �
���� �
��� �� ���	� �����
���	
� ��
����	���

��� ������
�� ������� � ������ ����

���� �����	
�� ���� ���� ���� �� '&
� (���
���	 �� �� ���
���� 	� �	� �

&$
Ars Conjectandi$ ����	���� �
�����
���� 	� )�)*+ ��� �),$ �� --�� ��� ���� ����.
�	
�� ���� ���� � ������ �
 "����	
�� 	� ��
��	�	�� ��� �
�� ���� ��� /����
����	�	��$ 0��	��	� 1������ �
��� )�-�$ �
���  ������ 
� ��
������ # ������.
	2�	
� 
� 
�� 
� ����� ��
����� 	� ������ 	� 1��3� �

& �*4$ �� )5-� � �
��
��6

������� �

��	
��� � 	� � ��	
 ���� 	 ��� � ��� ������� ��	� �� ��� ���� ������

	 	�� ���� ��	
�� � ������ ���� ��� ��	
�� � ������ ���� �����	����

� ������ ��� ����� � ��������� 	� ��� � ������ ��� ������ ��� �

������ ����� ����� 	� � 	��� ����� ������	� �� �� ��	� �� ��� �	��� ��

����� ��	����

(���
���	 ��� ��� ��
��	�	��$ P $ 
� �	��	�� � ��� 	���	�� ���	��

P = 1 + q2 + q6 + q12 + q20 + · · · − q − q4 − q9 − q16 − · · · . 7,�)8

9� �
�	�� ��� ���
����� {2, 6, 12, 20, . . .} �� ������� 
� ��� �
�� n(n + 1) �� ���
���
����� {1, 4, 9, 16, . . .} �� �"��� ��������

�



�� ��� ���� � 	��� �
����� ��� �
	 ��� ���� �� 	� �
� �
	�� �� ��	 � 1 �
	
������
�
	� 1

6
��� 	� ���� ����� �� ��	 � 1 �
	 ������
�
	� 5

6
��� 	� ���� ����
��

��
��� ��� ������ � ��� ���� �
� �� 	� ���	 ���� �� 	� �
� �� 	� 	
�� �� ����	 ����
�� �����	� �
�	 �� �
�	 ����� ��� �� ��� �� ��� �� �
�� �� ���� 	� ��� �� 	�
������
�
	
�� ��� ��� ������� ��
		�� ��	���	
�����

P =

(
1

6

)
+

(
5

6

)2 (
1

6

)
+

(
5

6

)3 (
1

6

)
+

(
5

6

)6 (
1

6

)
+

(
5

6

)7 (
1

6

)
+

(
5

6

)8 (
1

6

)
+ · · · .

��� �������
�
��� ��	 q = 5
6

�� 	�	 1 − q = 1
6
� ����	
	�	
�� 	��� 
� 	� �����

����	
�� �� ��	

P = (1− q) + q2(1− q) + q3(1− q) + q6(1− q) + q7(1− q) + q8(1− q) + · · · .

 � �� ��� 	�!� � ���	�� ��	 ��� ����� 	� ����
�
�� 	���� �� ��� ���
� 	� ��� �
��		���

P = (1− q)(1 + (q2 + q3) + (q6 + q7 + q8) + (q12 + q13 + q14 + q15) + · · · ).

"�� �� 	��� ������ ��� �� �������� �� � �����	�
� ���
��

P = (1− q)

(
1− q

1− q
+ q2

(1− q2)

1− q
+ q6

(1− q3)

1− q
+ q12

(1− q4)

1− q
+ · · ·

)
.

�� ��� ������ 	� ���	��� 1− q 	� ��	

P = q0(1− q) + q2(1− q2) + q6(1− q3) + q12(1− q4) + · · · ,

	�	 
�

P =
∞∑
n=0

qn(n+1)(1− qn+1).

"#����
�� 	� ���
�� ��� ��������
�� �
��� ��

∞∑
n=0

qn(n+1) −
∞∑
n=0

q(n+1)2 = 1 + q2 + q6 + q12 · · · − q − q4 − q9 − q16 · · ·

�� ��	 ��	 
� $���%� ���!� &�������
 �
� ��	 ��� 	� ������ q ��	�	
�� ��	 ��	��
������ �� m �� ����� 
� 
� ��
�
��� ���! '()* 
� 	� ���	�	
�� �����+

,



����� ���	�
��� 
�� �� ���
����� q ��� z ��� ����
�� �� ���� ��	��
 
� ��� 19th

	������� ��� ����� �� ���� �� � ���� ������ ���� ���� �� ��	��
�� ��
 ��  ����	�

����
�� �
	� ����� ��!� ��  ����	��� "� |q| < 1 ��� z �= 0# ����

∞∑
j=−∞

qj
2

zj =
∞∏
j=1

(1 + zq2j−1)(1 + z−1q2j−1)(1− q2j). $%�%&

'����� 	�� �� ����� 
� ��#  � �()�# �*#  � +�(� ��� �+*#  � %,%��
-������ ������ ���� �� !��
 ����� 
�.�
��  ����	�� 
� ���� �� /������  ����	� 
���0
�
��� "� |q| < 1# ����

∞∏
j=1

(1 + qj) =
∞∏
j=1

1

(1− q2j−1)
. $%�+&

��
� 
�  ����� �� !���
 ��
�� ��!������ ��� ����!
����� �� ��� ���� ���� �
�� ��
(1− qj) �� �
��

∞∏
j=1

(1 + qj) =
∞∏
j=1

(1 + qj)
(1− qj)

(1− qj)
.

,



��������� 	
� �����	�� ��� 	����� 	
� ��������� �� ������� �� ��	���

∞∏
j=1

(1 + qj) =
∞∏
j=1

(1− q2j)

(1− qj)
.

�
�� ������	��� 	
� �������	�� ��	� ���� ��� ��� 	���

∞∏
j=1

(1 + qj) =
∞∏
j=1

(1− q2j)

(1− q2j)(1− q2j−1)
.

���������� �����	�� 	
� ������

���	
�� ������ ����	�	� ��

∞∏
j=1

(1− (−q)j) =
∞∏
j=1

(1− q2j)3

(1− qj)(1− q4j)
. � �!"

�� ����� 	
�� �� ��� ������	� 	
� ���	 
��� ���� �� � �!" ��	� ���� ��� ��� 	��� ���
��	���� 	
� �����	�� ��� �������	�� �� (1 + q2j) 	� ��	���

∞∏
j=1

(1− (−q)j) =
∞∏
j=1

(1− q2j)(1 + q2j−1)
(1 + q2j)

(1 + q2j)

=
∞∏
j=1

(1− q2j)(1 + qj)
1

(1 + q2j)
.

#�� ��	���� 	
� �����	�� ��� �������	�� �� (1− qj)(1− q2j) 	� ����

∞∏
j=1

(1− (−q)j) =
∞∏
j=1

(1− q2j)
(1 + qj)

(1 + q2j)

(1− qj)

(1− qj)

(1− q2j)

(1− q2j)
.

$���� �� ��������� �� ������� ��� ���������� �� �����	� 	
� ������

%� �� ��&�� 	
� ����	��� E ��

E(q) =
∞∏
j=1

(1− qj), � �'"

	
�� � �!" ��� �� ���		�� ��

E(−q) =
E3(q2)

E(q)E(q4)
. � �("

)



����� �� �	
 20th �
����� �������� ��������� ��� �� ��� �
�
���
� �
�
��� ��
����
��������� �� �����
� �������
�� �	
� ��
  ��!� �� ���������"� �	
�� ��������� ϕ(q)
��� ψ(q) ��� ��
 �
#�
� ��

ϕ(q) =
∞∑

j=−∞
qj

2

= 1 + 2q + 2q4 + 2q9 + 2q16 + 2q25 · · ·

���

ψ(q) =
∞∑
j=0

qj(j+1)/2 = 1 + q + q3 + q6 + q10 + q15 + · · · .

�� ������ �� ��#���
 ������� ��� ϕ(q) !
 ���������
 z = 1 ���� $%�%& �� ������

ϕ(q) =
∞∑

j=−∞
qj

2

=
∞∏
j=1

(1 + q2j−1)2(1− q2j). $%�'&

�� �
���
 �� ��#���
 ������� ������� ��� ψ(q) !
 ����� �� �
������( q !��	 q
1
2 ��� z

!��	 q
1
2 �� $%�%& �	��

∞∑
j=−∞

qj(j+1)/2 =
∞∏
j=1

(1 + qj)(1 + qj−1)(1− qj)

= 2
∞∏
j=1

(1 + qj)2(1− qj). $%�)&

�	
 �
��
� ���
 �� ����
� ��
� ��� ���
(
��� �� ������ � ��� �	�� �� ��
� �	
 ���*
�
(����
 ���
(
��� !���


∞∑
j=−∞

qj(j+1)/2 =
∞∑
j=0

qj(j+1)/2 +
−∞∑
j=−1

qj(j+1)/2.

+� �	
 �
���� ��� �� �	
 ��(	� 	��� ���
 !
 �
����
 j !��	 −1− k� �	��

∞∑
j=−∞

qj(j+1)/2 =
∞∑
j=0

qj(j+1)/2 +
∞∑
k=0

qk(k+1)/2 = 2
∞∑
k=0

qk(k+1)/2.

,� �	
 ������� ���
 �� $%�)& �������� ���
����� ��� �
��������� �� (1 − qj) ��
������

2
∞∏
j=1

(1 + qj)2(1− qj)2

1− qj
= 2

∞∏
j=1

(1− q2j)2

1− qj
.

-.



�� �� ���� � ��	
�� ��� 
��
�� �	����� 	��	�������
�� ��	 ψ ��

ψ(q) =
∞∑
j=0

qj(j+1)/2 =
∞∏
j=1

(1− q2j)2

(1− qj)
. �����

�� 
� 
���	���
�� �� ���� ���� ��� �����
�� �� ��� ��	�����
 �	����� 
� �����
�� ��� �
��� �� �!�	����� ��

P = ψ(q2)− 1

2
ϕ(q) +

1

2
.

"�����	 
����
�# �� 	���
	� 
� ����
��� �# ���
�����
�� $����
%� �	
��� �	����� ��

∞∑
j=−∞

(−1)jqj(3j−1)/2 =
∞∏
j=1

(1− qj). ��� &�

'� �	��� ��
� 
����
�# �� 	������ q �
�� q
3
2 ���� ��(� z = −q

1
2 �� ��	
�� �
�� ��

�����
�� ������ )� ��� 	������ j �
�� −j �
��� �� �	� ����
�� ���	 ��� 
�����	� ��

∞∑
j=−∞

(−1)jqj(3j−1)/2 =
∞∏
j=1

(1− q3j−1)(1− q3j−2)(1− q3j)

=
∞∏
j=1

(1− qj).

"�����	 ��	� �� �����
�� ��� &� 
� ����
��� �# 	�����
�� j �
�� −j �� ��� ��	
�� �
��

�� �����
�� ��� &� ��� ����
��#
�� ���� �
��� �# q
1
24 �� �������� ��� ����	� ����

∞∑
j=−∞

(−1)jq(6j+1)2/24 = q
1
24

∞∏
j=1

(1− qj). ���  �

'�� ��	
�� �
�� �� ���  � �
��� � *��	
�	 �!����
��+ ���� 
� � ��� �� ������! �!��,
����
��� ���	� τ 
� � ������! �����	 �
�� ��(τ) > 0 ��� q = e2πiτ � '�� �	����� ��
��� 	
��� ���� �
�� 
� ������ -���(
��%� ��� �����
��+ ����� �#

η(τ) = q
1
24

∞∏
j=1

(1− qj). ��� ��

.�	� ����	���# ��	 ��# ���
�
�� 
�����	 m ��� ηm = η(mτ) �� ����� �#

ηm = q
m
24

∞∏
j=1

(1− qmj). ��� /�

  



��� �������� �	
 ���	��� �
� ���	 �����	�� �� 
� ���� �����
� 
�	��� �� ���
��
�������� ���� � ��!" #����$
�
 �
%
���
� ���� ��������&� �	
 ���	��� 	� ��$����

 ������ 
���� �
%
���
�&� '�����	��� ������ (� ���� ��)
��	�%� ��*����	�
	��� 	�
��	
��

P = q
d

dq
log(q

∞∏
n=1

(1− qn)24)

= 1− 24
∞∑
n=1

nqn

1− qn
. +� �,-

���� ���	��� P �� ��� �� 	���� ���	���� )�$�� �� �
%
���
� ��� �	��� 	��� Q 
��
R� 
�� ������ 
�

Q = 1 + 240
∞∑
n=1

n3qn

1− qn
+� �!-


��

R = 1− 504
∞∑
n=1

n5qn

1− qn
. +� �.-

���� �
	���� 
 ���	�% �� 	���� ��*����	�
� �/�
	���� 
� �������� �� �
%
���
�
�� �!0" ��� ��������) ����	�	� ����� 	�� ���
	������� ��	���� �
%
���
�&� '�����	���
������ 
�� ��������&� �	
 ���	��� ��	�

Q3 −R2 = 1728q
∞∏
j=1

(1− qj)24.

�
%
���
�&� ϕ ���	��� 
� �� �1������� �� 	��%� �� ��������&� �	
 ���	��� ��

ϕ(q) =
η52
η21η

2
4

.

���� �� ��	
���� �� ����
��) q ��	� −q �� '/�
	��� +� �- ��� �����	 ��

ϕ(−q) =
∞∏
j=1

(1− q2j−1)2(1− q2j). +� ��-

2��	���� ��%��
	�� 
�� ����%��
	�� �� +� ��- �� (1− q2j) 	� )�	

ϕ(−q) =
∞∏
j=1

(1− q2j−1)2(1− q2j)2
1

(1− q2j)

��



��� ������	
 ����� ���� �� ������

ϕ(−q) =
∞∏
j=1

(1− qj)2

(1− q2j)
=

(E(q))2

E(q2)
.

��������� q ���� −q ������ �� ���

ϕ(q) =
(E(−q))2

E(q2)

��� ����� ���� �� ������

ϕ(q) =

(
E3(q2)

E(q)E(q4)

)2
1

E(q2)
=

E5(q2)

E2(q)E2(q4)
=

∞∏
j=1

(1− q2j)5

(1− qj)2(1− q4j)2
.

������
� ����� ����� �� �� �� ������!��"� ϕ(q) �� ��#�� �	 �� ������� ��#��� ��� ����
�� � �#����� �	 ��� 	��������

ϕ(q) =
∞∑

j=−∞
qj

2

=
∞∏
j=1

(1− q2j)5

(1− qj)2(1− q4j)2
=

η52
η21η

2
4

.

$� ��� ���� �#��� ψ(q) 	���� �� ��%� �� ��#�� �	 ��� 	��������� ���� �#� �� ���� �

q
1
8 �� ������� ��� �&������ ��

q
1
8ψ(q) =

∞∑
j=0

q(2j+1)2/8 = q
1
8

∞∏
j=1

(1− q2j)2

(1− qj)
=

η22
η1
.

'������� (��������� �)��*�)��� �� ������ �� ������� ��#��� +���� �� (��������� ��*
#���� �� �,����� �	 ������# 	�#��� ���� �� ����� ��

Gk = −Bk

2k
+

∞∑
j=1

jk−1qj

1− qj

���#� Bk �#� ��� -�#������ �����#� ������ �


x

ex − 1
=

∞∑
k=0

Bkx
k

k!
.

������!��"� 	�������� P � Q ��� R �#� ��������� �	 (��������� ��#��� G2� G4 ��� G6�
#������� ��
� .��� �� P = −24G2� Q = 240G4 ��� R = −504G6� / ���� �,���������
�	 (��������� ��#��� ��� �� 	���� �� 01� �� ��2�

��



��������� ���	
 �� ������� ���� �� 
��
� ���
���� ��� �		���� 
� 
���� �����
�������� 
�������� �� ���� ���� ����	
� �� 
���� 
������� ��
 ��
���
 ������ �� 
��
����������� ����� �� ��� ����� ��
����� �� ! �� "�#$"%"&� '��( ��� ��� ��������

� �� ����������� 
������� �� �		��
� ���
���� 
� �	
����
��� ������ �� ���
�����

�� 
������� �� � 	�

�� �� ���
 
� ����( �#& ���	� �� ��� ����� )*���	�� ����� ���
�����+���
���� 
� π) ��"& ��������� ���� 
���� 
���� 
������� ��
 ��� ��
 ����	��

���� ,�
� �� 
�� 20th ��
��( 
���� 
������� ���� ��������� ��� ����	���� �( ��
*� -������ ��� .� -� -������/ ��� �01&� '�� ��� 
����( �� ����� �� a(q)! b(q) ���
c(q) ��2��� ��	��� '�� -�������� ���� ��� �+
����� �( -� 3� -����
! 4� -�������
��� 5� 6� 6����� � ��� (���� 	�

��/ ��� �7& ��� �08&� '��� *� 9� ��������� ��� 5�
6� 6����� ����	���� ���
��� ����
�
��� �� � 8&�

:� 	�
 ω = exp
(
2πi
3

)

��� 
�� ��� 
��
� ���
���� a, b ��� c ��� ��2��� �( 
��

-������� �� �01& ��

a(q) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

qj
2+jk+k2 , ;"�07<

b(q) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

ωj−kqj
2+jk+k2 ;"�0=<

���

c(q) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

q(j+
1
3
)2+(j+ 1

3
)(k+ 1

3
)+(k+ 1

3
)2 . ;"�"8<

'�� -�������� ��� 
��
� ���
���� a(q)! b(q) ��� c(q) ��� ���	����� �� �����������

��
� ���
����

ϕ2(q) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

qj
2+k2 ,

ϕ2(−q) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

(−1)j+kqj
2+k2

���

4q
1
2ψ2(q2) =

∞∑
j=−∞

∞∑
k=−∞

q(j+
1
2
)2+(k+ 1

2
)2

0 



����������	
�

�� �������� a(q) �� � ������� ������ ����� �


a(q) = 1 + 6
∞∑
j=1

(
j

3

)
qj

1− qj
������

����

(
j

3

)
=

⎧⎨
⎩

+1 �� j = 1 mod 3
−1 �� j = −1 mod 3
0 �� j = 0 mod 3.

�� ��������� b(q) ��� c(q) ��� ������� �����	�� �� ����� �� ������� �������� ���
��� ���������� ���

b(q) =
∞∏
j=1

(1− qj)3

(1− q3j)
=

η31
η3

������

���

c(q) = 3q
1
3

∞∏
j=1

(1− q3j)3

(1− qj)
= 3

η33
η1
. ������

������ �� ���� ��������� ��� �� ����� ��  ��!"  �#! ���  ��!�

��� �����	 
�� ��� �� ����
� �����

$�� �� 	��% �� �� ��&���� ��� �	� ��� �	����������� �� ����	�� ������ �� ����	��
����� ��� �� ������ �� � ����� �� 2× 2 �������� ���� �� ������� ��� �������� ���
�� ����������� �� 1� '� �� ��		�� �� ������	 	����� ����� ��� �� ������� �
 (�2(Z)
�� Γ" ��� ��

Γ = (�2(Z) =

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
.

�� ����� �	� �	��� H �� �� ��� �� �		 ����	�) ������� z = x + iy ���� y ��
�������� ��� ��

H = {z ∈ C : '�(z) > 0} .

�#



��� ��� Γ �� � �	
�� �� ��� �	
�� 
��	���
 �� ���	�� ������������
� ��� �	
��
�� �� ���	���� �� ��� ���	���� S �� T ���	�

S =

(
0 −1
1 0

)

��

T =

(
1 1
0 1

)
.

��	���	 ������� �� �� �
�� � ��� ��� ���

�� �� � � ��!���
 
� �
����	 �����
� �� �
��
��"

��������� �	
	 ��� f : H → C� ���� f �	 	
�� �� � 
 �����
� �������� ��� Γ �� ���

��������� ���������	 
�� 	
��	����

#$% f(τ) �	 ����������� �� H�

#�% f(τ) 
��	 �� ��� ����� �
�� ��
�� H � �
� �� ����	 ��
�	����
����	

f

(
aτ + b

cτ + d

)
= f(τ) ��� �����

(
a b
c d

)
∈ Γ.

#&% f(τ) �	 ����������� 
� ��� ��	�	� �� ��� ��	� i∞� ���	 ��
�	

f(τ) =
∞∑

n=−m

ane
2πinτ =

∞∑
n=−m

anq
n

����� q = e2πiτ 
�� m �	 
 ��� ���
���� �������� �������� �
�� ���
���� �����	

�� q 
�� 
������ �� ��� � �
�	����

�
	 ������� ��� ��� �� &�� �� ���� �� $'(�� �� 
� ������ �
����
 #$% 
� �
����	
�����
� �
 �� � � ��!���
 �
	 �
����	 �
	���

�	�	
 �����

�� 
� �� � � ��!���
 �
	 �
����	 �
	��

��������� �	�	 ��� f : H → C� ���� f �	 	
�� �� � 
 �����
� ���� �� ������ k
��� Γ �� ��� ��������� ���������	 
�� 	
��	����

$)



��� f(τ) �� ����������	 �
 H�

��� f(τ) �	� �
 �� ����� ���� ���
� H �� ��� �� ������ ��
��������
�

f

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)kf(τ) ��� �����

(
a b
c d

)
∈ Γ.

��� f(τ) �� ����������	 � �� 	����� � �� 	��� i∞� ��� ���
� f(τ) ��� � �������

����
���


f(τ) =
∞∑
n=0

ane
2πinτ =

∞∑
n=0

anq
n

����� q = e2πiτ �

��� 	
������
�� �� �
� ����	 ��� ���� � ���� ���� ��� ���� �
���� �� ��� ����
����������� �� �� ���� ������

��� �!����� ��� ����� ��� ��� �����! S "�#�� �
� ��������������

f

(−1

τ

)
= f(τ)

$
��� ��� �����! T $� ��� �
� �������� �� ���� �� $��
 ���� 1

f (τ + 1) = f(τ).

%� ��#� � �� ��������  ��������� $��
��� ��"����� �
��&� �
�� ���
 �!���� �����
�
� �'�#� ��� ������� (
� �����)� �!���� �� *� �&�� +� ��� ��������� %� ��&�
�
� 24th �$�� ����" ������ �� �
�� ��� �
� �$��� �� �
� q �!������ ��� ����"���

η24(τ) = q

∞∏
j=1

(1− qj)24 = e2πiτ
∞∏
j=1

(1− e2πiτj)24.

,����

e2πi(τ+1) = e2πiτ

�� �����$� �
��

η24(τ + 1) = η24(τ)

�-



������ η24 �� ��	�
���� ��� ��� �� ������� �	
��	�� (2) �
	 ��� ��	��(
a b
c d

)
=

(
1 1
0 1

)
= T

�
	 �� ������	 k�
��
���	 ���
	��� �	
��	�� 
� ���������� �� ������
�� �� ��� �	���
	���
�

η

(−1

τ

)
=

√
τ

i
η(τ)

�
��� �� ��� �� ���� ���� �� �� �� !��� "� ��� 24th �
"�	 
� �� "� ���

η24
(−1

τ

)
= τ 12η24(τ).

#���� η24 ������� �	
��	�� (2) �
	 ��� ��	��(
a b
c d

)
=

(
0 −1
1 0

)
= S

�
	 k = 12� $���� T �� S ����	�� ��� "�
%� �	
�� ���� �	
��	�� &�' �
%�� �
	 %%
��	���� �� ��� �
��%	 �	
�� Γ �
 η24 ��  �
��%	 �
	� 
� "����� 12( ��� ��� )�� *��

�� �
���	 ����%�� "� ���� "���
�� �	

� ��� �	���
	���
� �
	��%� �
	 +,
���-��� .��������� ��	��� P � Q �� R

P (r) = (cτ + d)2P (q)− 6ic(cτ + d)

π
, &����'

Q(r) = (cτ + d)4Q(q)

��

R(r) = (cτ + d)6R(q)

"��	�

r = exp

(
2πi

aτ + b

cτ + d

)
��

(
a b
c d

)
∈ Γ.

/�� ������
�� Q �� R 	� �
��%	 �
	�� 
� "����� � �� 0 	�������1�%�� /��� ������
��� ��	�� �
�����
�� 2
1�� /�� ������
� P �� �
�  �
��%	 �
	� 2����� 
� ��� �	��,
���� 
� ��� ���	 ��	� 6ic(cτ + d)/π �� ��� �	���
	���
� �
	��%� #
"�1�	� P (r)�

 �



������ � ���	
 ������� ���� ��� �� �	�� �� ���	����� ������� ���	 � ��
��� �
��
�� �� �
�� �
	��		 	������� ����	 ��� �� ���� 
� ���� ��� � � ��� ���� �� � ��

!�� "���
�� �#���	
��	 �� P (q)� Q(q) ��� R(q)� ���� 
	 ����
�
�� $%&� ��� �
'�� 
�
����	 � �
'
	�� 	��	� (� �#����
�� $���)&*$����& 
��� �������
� 	��
�	� �� ��	��'�
����

P (q) = 1− 24
∞∑
n=1

nqn

1− qn
= 1− 24

∞∑
N=1

σ1(N)qN ,

Q(q) = 1 + 240
∞∑
n=1

n3qn

1− qn
= 1 + 240

∞∑
N=1

σ3(N)qN

���

R(q) = 1− 504
∞∑
n=1

n5qn

1− qn
= 1− 504

∞∑
N=1

σ5(N)qN

�����

σk(N) =
∑
d|N

dk

��� ��� 	�� 
	 �'�� �
'
	��	 d � N + 	�� �)� �� �,��

����� �����

-�#� �� 
�������� ��� ���		
.���
�� � ������� ���	 �� ��'���

��	
���
 ���� ��� � �� � ���	�	
� 	������ ��� ���� Γ0(�) 	� ������ ��

Γ0(�) =

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1, c ≡ 0 (mod �)

}

� �����	�� f 	� � ������ ��� �� ��	��� k �	�� ������ �� Γ0(�) 	� ��� ������	��

����	�	��� ������

$�& f(τ) 	� ��������	� 	� H�

$�& f(τ) ���� �� ��� ���� ���� ����� H �� ��� �� ���	�� ���������	���

f

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)kf(τ) �� �
��

(
a b
c d

)
∈ Γ0(�).

� 



��� f(τ) �� ����������	 
� ��� 	���� �� i∞ f(τ) �
� 
 ������ ���
�����

f(τ) =
∞∑
n=0

ane
2πinτ =

∞∑
n=0

anq
n

����� q = e2πiτ �

�����	
��� �� ���� ����� �� 	����
� ���	 �� ������ k ���� ������� �� Γ0(�) ��	��� 
�

 	����
� ���	 �� ������ k 
�� ����� ��

������� f(τ) �� 
 	����
� ���	 �� ������ k � �� 
 �������� ������� 
�� g(τ) = f(�τ)�
�� ���� ��
� g �� 
 	����
� ���	 �� ������ k 
�� ����� �� �� ���� �� ���� ��� �����
���������� 
���� 
�� �
������� ��������� � � �� �
������ ����� �� f �� ����	������ ����
g �� ����	������ �� ��	�������� �� ����	������ ���������� ��������� ��� �� �
������
����� ��� !������ �"�
����� �� g �� ��� !������ �"�
����� �� f ���� q� �� ��
�� �� q�
�� �� ���� ���� ����# ��� ��
�����	
���� �������� ��������� �$�� �� ��� ����� Γ0(�)

c ≡ 0 mod � �� c = e� ����� e ∈ Z.

%��

g(τ) = f(�τ).

�����

f

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)kf(τ)

�� ������� ��
�

g

(
aτ + b

cτ + d

)
= f

(
�
aτ + b

cτ + d

)
= f

(
a�τ + b�

cτ + d

)
= f

(
a(�τ) + b�

e(�τ) + d

)
.

%�� t = �τ �� ���

g

(
aτ + b

cτ + d

)
= f

(
at+ b�

et+ d

)
. �$�$&�

�����

det

(
a b�
e d

)
= ad− b�e = ad− bc = 1

�� �������� �$� �$�$&� ����	��

g

(
aτ + b

cτ + d

)
= f

(
at+ b�

et+ d

)
= (et+ d)kf(t).

$'



��� g(τ) = f(�τ)� t = �τ ��� c = e�� �	

g

(
aτ + b

cτ + d

)
= f

(
a�τ + b�

cτ + d

)
= (cτ + d)kf(�τ) = (cτ + d)kg(τ).


����	� g(τ) �� � �	���� �	� 	� ����� � ��� ������ k�

��� �� ��	��� �������� ���� ��� ����� �	���� �	� P �� ���� �	 �	������ �
�	���� �	� 	� ������ � ��� ����� �� ���

Z� =
�P (q�)− P (q)

�− 1
. ������

 � ���� �	 ��	� Z� �� � �	���� �	��  � ���� �	 ��	� ������ ���!�� ��� ������
�� "�!����	� ��#� 
�� $�����	� Z� �� �	�	�	���� ����� P �� �	�	�	����� Z� ���
� %	��� �������	� �	 �� ���� 	��& ��	� ���� Z� �����	�� '& ��& 	� ()'���
�����	����	��� ���� ��

Z�

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)2Z�(τ) �	 ���&

(
a b
c d

)
∈ Γ0(�). ����*�

 � ���� �	+ �� ���� 	� τ � "�!��

P̃ (τ) = P (e2πiτ ),

���� '& ��!����	�

Z�

(
aτ + b

cτ + d

)
=

�P̃
(
�aτ+b
cτ+d

)− P̃
(
aτ+b
cτ+d

)
�− 1

.

�& $�����	� ����,� �� ����

P̃

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)2P̃ (τ)− 6ic(cτ + d)

π
. ����-�

.���� c ≡ 0 mod � �� ��� ���� c = e� ���� e ∈ Z� 
��� ��� t = �τ � .	

P̃

(
�
aτ + b

cτ + d

)
= P̃

(
a�τ + b�

e�τ + d

)

= P̃

(
at+ b�

et+ d

)

= (et+ d)2P̃ (t)− 6ie(et+ d)

π
,

�/



����� ��� ���� �	
� ���� ��� ������ �	�� ��� ���	�

(
a b�
e d

)
∈ Γ0(�).

��� ��
����	
� ���� �� c �
� τ �� ����

P̃

(
�
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)2P̃ (�τ)− 6ie(cτ + d)

π
. ������

�����	���	
� ������ �
� ������ 	
�� ������ �	���

Z�

(
aτ + b

cτ + d

)
=

(cτ + d)2�P̃ (�τ)− 6ie�(cτ+d)
π

−
(
(cτ + d)2P̃ (τ)− 6ic(cτ+d)

π

)
�− 1

=
(cτ + d)2�P̃ (�τ)− 6ic(cτ+d)

π
−
(
(cτ + d)2P̃ (τ)− 6ic(cτ+d)

π

)
�− 1

= (cτ + d)2

(
�P̃ (�τ)− P̃ (τ)

)
�− 1

.

 �	� !����� ���� Z� �	��
 �" ������ 	� � ������ ��� �� ��	��� � �
� ����� ��

# ����	��	� ��" �� �����	
	
� ��� ����� 	� �� ���� �� ��� �	���		
�
� �� ��� $������	�
!���� �� q 	
 ��� ����� ��
��	�
� %�� ���!��

z =
∞∑

m=−∞

∞∑
n=−∞

qm
2+mn+2n2

, |q| < 1.

&�

am2 + bmn+ cn2 ���'(�

	� ��� $������	� !��"
�	��) ���
 ��� �	���		
�
� 	�

b2 − 4ac.

�� ��� �	���		
�
� �� m2 +mn+ 2n2 	� −7 ����� 7 	� ��� ������

%�� � ��!����
�	�� ��	�� �
� !����� �� ������ ����!� �
� ������ ���� ���
������ 	� �������� �� �
" �� ��� ������	
� ����� �
� ���	���� *�+) *,�+) *��+) *�'+) *-�+
�� *�-+�

��



������� �

	
������ �� ���
��� ����

��������� �	 
����� 	��
� ����	� ����� ���������� ��������� �� ��������� 	��
���������� ���������� �������� �� ���� ������� ���������� �� ���������� 	�� ����� �
������� ���� 	��������� �����  �������� ���� 	�������� �� ����� !��������� ������ �
����� �� 
�� ��
�������� ������� ��� ��� ���������

��� ����� �� �
�� ����� �
������

����� ��������

"� ����� ���� ������� ���� 	��� ����������� #�� q ��  ��
���$ ��
��� ���� |q| < 1�
���� ��� ��������� �	 z3 �� ����� �� ���
� �	 ��� %�������& ����� ���� 	������� �'�()�
�� ��� ������ ��
 ����� ��� ������
���� �	 ��� ������
�� �$������ �	 q ��������
��� �����*

z3 = a(q) =
∞∑

m=−∞

∞∑
n=−∞

qm
2+mn+n2

. ���(�

+�� �� ����� Z3 �� ���
� �	 ,
��-�&� !��������� ������ �'�(.� �

Z3 =
1

2

(
3P (q3)− P (q)

)
. ���'�

/�� ��������� �	 x3 �� ����� �� ���	� 
� ��� 
������� ����� ����� ������
�� ������
��� ������ ��

x3 =

(
c(q)

a(q)

)3

. �����

�
 ��� �������
� 
� X3 ����� �� ���	� 
� ��� ������
�� ��� Z3 ����� ��

X3 =

(
η21η

2
3

Z3

)3

�����

����� η1 ��� η3 ��� ������ � �������

��



����� ����	�
��	 ������

�� ��� P (q) ��� Q(q) �� 	
������ ������ ��� ������ �� ��� ��������� �������� ���
��� ���� �� ���� ������ z3 ��� x3 �� ��� ����� ���������  	������� !����
P (q) ��� P (q3) �� ���� �" �����

������ ���� ��� z3 ��� x3 �� ������ �	 �#��� ��� �#�#�
 ����

P (q) =
12q

z3

dz3
dq

+ (1− 4x3)z
2
3 ,

3P (q3) =
12q

z3

dz3
dq

+ (3− 4x3)z
2
3

���

Q(q) = z43(1 + 8x3),

Q(q3) = z43(1−
8

9
x3).

����
 $���" ��� %� "���� �� &�'( ��� &��(�

����� ������
���

)� ��� ������ �� ���* �� ��������� �" ��� ��%�� ����� "������� ��� ��������+�, ��*
��������� ��������+ ��� 
����- ����� ��� "����� ����� �" z3 ��� ����� �
��������
����� �" a(q)� .��� ��������� ���� *���� �� ���������/ �� �� ����� ����0
%��* &��- 1������- �� 	���, �( ��� ��������� ��� ������ %, 2� 2����� &3- �� �34(�
�� %�+�� ���� z23 ��� z43 �� ���� �" ��� 2������ ��%�� ����� "������� ��� ���
	������� �����

������ ���� ��� z3 ��� a(q) �� ������ �	 �#���
 ����

z23 = a2(q) = Z3 =
1

2

(
3P (q3)− P (q)

)
�#���

���

z43 = a4(q) =
1

10
(9Q(q3) +Q(q)). �#�3�

����
 .�� ����� "����� "��� .������ #���

.�� ���� �������, �� ��� ������ � ��� 2������ ��%�� �������, +���� %,

��



������� ���� ��� a(q)� b(q)� c(q) ��� z3 �� ��	��� �
 ������� ������� ������ ��� ������
����������
� ����

z33 = a3(q) = b3(q) + c3(q). �����

������ �	

�� 	� ����� �� ����� ���� �� �����

�� �
� ����  �
��������� 
� ���
	� ���

	���

��� ��� ��� ��� ��������� ����� ����� ��������� a(q)� b(q)� c(q) ��� x3 ��

��	��� �
 ������� ������� ������ ��� ������ ����������
� ����

1− x3 = 1−
(
c(q)

a(q)

)3

=

(
b(q)

a(q)

)3

. ���!�

������ ��� "	

� �
##
�� �	
 ���
	� ����

�� �� 	�#$� X3 $
 x3 %& $�� �
##
���� $��
	� �

������� ���� ��� x3 ��� X3 �� ��	��� �
 ����� ��� ���'�� ����

X3 =
x3(1− x3)

27
. ���(�

������ )���� $�� *
	�����+ ��%�� $��$ ����$�
�� ������� ������� ������ �� ���'� ��
���

x3(1− x3) =
b(q)3c(q)3

a(q)6
=

27η61η
6
3

z63
= 27X3.

,�		����� �
 "#�$�� $�� "	

��

�� ��� $��� ���$�
� %& �
#���� ���(� �
	 x3� ,�		����� �����

x3 =
1

2
±

√
1− 108X3

2
.

-	
 ����� �� ���'� �� ��� q = 0 ���� x3 = X3 = 0 �
 $�� 
�#& 	

$ $�$ �$��.��
$��� �
���$�
� ��

x3 =
1

2
−

√
1− 108X3

2
. ������

��



��� ����� �	 
���� ����� �������


����� �������


�� ���� �����	� 
� ���� �� ������	��� ��� ��� �
	 ��� ������	�� 	� ��� ������	��
y7 ��� w7 �� ����� 	� ��� ������	�� �������

y7 =
η71
η7

=
∞∏
j=1

(1− qj)7

(1− q7j)
������

���

w7 =
η47
η41

= q
∞∏
j=1

(1− q7j)4

(1− qj)4
. ������

���� 
� ���� z7 �� ����� 	� � �	���� ��� ����� ������	� 
���� ��� ������������ 	�
��� ���	���� ��������� ��� ����� �� ��	
� �� ���� �

z7 =
∞∑

m=−∞

∞∑
n=−∞

qm
2+mn+2n2

. ������

��� ������	� 	� Z7 �� ����� �� ����� 	� !�����"��#� $��������� ������ ����%�

Z7 =
7P (q7)− P (q)

6
. ����%�

�	
 
� ���� � ������	� 	� X7 �� ����� 	� ��� ������	�� ������ ��� $��������� ��&
���� ����%�

X7 =
η31η

3
7

Z
3
2
7

. ����'�

����� �
��
��� 
���


!�����"��#� $��������� (����� P (q) ��� P (q7) ��� �� ��������� �� ����� 	� w7 ��� z7
�� �	��	
�)

������� ���� ��� w7 ��� z7 �� ������ �	 ������ ��� ������
 ����

P (q) =

(
1− 39w7 − 343w2

7

1 + 13w7 + 49w2
7

)
z27 + 12w7z7

dz7
dw7

,

P (q7) =

(
1 + 39

7
w7 − 7w2

7

1 + 13w7 + 49w2
7

)
z27 +

12

7
w7z7

dz7
dw7

,

Q(q) =

(
1 + 245w7 + 2401w2

7

1 + 13w7 + 49w2
7

)
z47

�*



���

Q(q7) =

(
1 + 5w7 + w2

7

1 + 13w7 + 49w2
7

)
z47 .

������ ������ ��� ���	
 �	 ��� �	
 �����

����� ������	
��

��� �� ���� �� ���������� �� ��� ����� � ����� ��	����	�� �� ���� ����� �� �� 	��

�
�	������ �	�����	� ����	
� ����
 �	
 ������ ������� �� 	���  �����!� ���� ��"
�	
 ��# ��� �	������� ��� ��� ����� � $%�����	� &��'(� &���( �	
 &��)(� �����������*�
 �� �������	� �
�	���* ������� z7 �� Z7�

������ ���� 	
� z7 ��� Z7 �
 �
�
� �� &���( ��� &��+(� ��
�

z27 = Z7 &��)(

���� �� ( ∞∑
m=−∞

∞∑
n=−∞

qm
2+mn+2n2

)2

=
7P (q7)− P (q)

6
.

������ ,�!�	�-�	 �	�� �� ���� �.�������	/ ��� ��� ����	
 	���0��� �'+� 1������ ��
$	��* '&�(�� 2� ��� �����
 0* �	
���� �	
 3��	
� �	 ��� �� +4+�� 5������ ������ ���
���	
 �	 ��� �	
 �����

 �� �������	� ������ �
�	���* ����� � �������	�����	 �� z37 �	 ���!� �� y7 �	
 w7�

������ ���� 	
� y7� w7 ��� z7 �
 �
�
� �� &��(� &���( ��� &���(� �
��
����
���
��
�

z37 = (1 + 13w7 + 49w2
7)y7.

������  ��� ��� �	��	 �� ,�!�	�-�	/ ��� ��� ����	
 	���0��� �'+� 1������ �� $	��*
'�� 2� ��� 
�������
 �	
 �����
 0* 3� 3��	
� �	 �)� �� +)��� 5������ ������ ��	 0�
���	
 �	 ���� ���� �	
 �+���

��.� �	 �
�	���* ��� z47 �� ����	 �	 ���!� �� w7 �	
 Q(q)�

������ ���� 	
� w7� z7 ��� Q(q) �
 �
�
� �� &���( ��� &���( ��� ��
��
� ����

�
��
����
��� ��
�

z47 =
1 + 13w7 + 49w2

7

1 + 245w7 + 2401w2
7

Q(q).

��



������ � ����� �� ���	
 �	 ����

��� �������	� �
�	���� �� � �������	�����	 �� X7 �	 ����� �� w7�

������� ��	
� ��� w7 	
� X7 �� ��
�� �� ������ 	
� ������� ���


X7 =
w7

1 + 13w7 + 49w2
7

.

������ �� �������	� ������ �	�� ������� ��! ��"�� ��

z37 = Z
3
2
7 = (1 + 13w7 + 49w2

7)
η71
η7
. �����

#� ������	��	� ������ �	
 �$����	� ���� ����� �� � ���	

X7 =

(
1

1 + 13w7 + 49w2
7

)
η47
η41

.

%��	� ������ &�������� ��� ������

'� �	
 ���� ��&���	 ���� ��� �������	� ��� �
�	�������

�������� ��		� ��� w7 	
� X7 �� ��
�� 	� ������ 	
� ������� ���


1 +X7 =
(1 + 7w7)

2

1 + 13w7 + 49w2
7

����!�

	
�

1− 27X7 =
(1− 7w7)

2

1 + 13w7 + 49w2
7

. ����(�

������ %��	� ������� ���)

1 +X7 = 1 +
w7

1 + 13w7 + 49w2
7

����)�

=
1 + 14w7 + 49w7

2

1 + 13w7 + 49w2
7

�	


1− 27X7 = 1− 27
w7

1 + 13w7 + 49w2
7

������

=
1− 14w7 + 49w7

2

1 + 13w7 + 49w2
7

.
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�� ����� �� ����	� ��
�������� �������� �� ��� ���� ������� �� ���� ������� ����	��
��	�� �� ��� ��������� ������ �� ������� �� ������ �� ��	� ����	���	�� ���� �������
�� ��� ��������� q ��� x3� X3 ��� z3 ��� ��	�� � ��� logw7� logX7� log y7 ��� log z7
��� ��	�� ��  � ���� ��� ��� �������� q d

dq
�����

q
d

dq
= q

d

dτ

dτ

dq
= q

d

dτ

/(
dq

dτ

)
= q

d

dτ

/
(2πiq) =

1

2πi

d

dτ

��� q = e2πiτ ��� ��τ > 0�

 � ����� ���� !�����"��#� ����	���	� ��� P (q)�

������ ���� ��� P (q) ��� Q(q) �� ������ �	 $%�&'( ��� $%�&)(
 ����

q
dP (q)

dq
=

P 2(q)−Q(q)

12
.

����
 !�����"��#� ����� ��� *� ����� �� ��� �����+ ��� ,)�-

.�� �� ��� ��������� �� ���� *� ����� �� ����������� ��
�����������+ ��� � ����
����������� ��� ,)� �� �%%-�

��� ����� � ���
���
���

/�� ����	���	� ��� x3 �� �� �������0

������ ���� ��� z3 ��� x3 �� ������ �	 $��&( ��� $���(
 ����

q
dx3

dq
= z23x3(1− x3).

����
 1���� $%�&�(� $%�%%(� $%�%�(� $���( ��� $��2( �� �*����

x3

1− x3

=

(
c(q)

b(q)

)3

=

(
3
η43
η41

)3

= 27q
∞∏
j=1

(
1− q3j

1− qj

)12

.
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����� ����	�
��� ����	��
��
��� ����� ��(
1

x3

+
1

1− x3

)
q
dx3

dq
=

3P (q3)− P (q)

2
.

���� 	��		������ 
�� ���
 ���� ���� ��� ����� ����� �� ��
���

1

x3(1− x3)
q
dx3

dq
= z23 .

���		������ �����
�� 
�� �	����

�� ��� ���
 
� ��
������ 
�� ��	���
��� ��	 X3�

������� ��	� ��� X3 ��� Z3 �� ������ �	 ����� ��� �����
 ����

q
dX3

dq
= Z3X3

√
1− 108X3.

����
  � ��
�������� �� ����	�� ��� �� �� �	�
� X3 ��

X3 =
x3(1− x3)

27
.

�� ����! 
�� ���	�
�	 q d
dq

� ��


q
dX3

dq
=

1

27
(1− 2x3)q

dx3

dq
.

����� ����	�� ��" ��� #$��
���� ����� ��� ���%� �� ��
���

q
dX3

dq
= Z3X3(1− 2x3)


��� ��� #$��
��� ���&'� 
� �����
� 
�� �	����

(� �	��	 
� ����
� ��	���
���� ��	 z3 �� 	�$��	� 
�� ��������� �����)


���� ���� ��� z3 ��� x3 �� ������ �� ���&� ��� �����
 ����

z123 x3(1− x3)
3 = 27q

∞∏
j=1

(1− qj)24

���

z123 x3
3(1− x3) = 273q3

∞∏
j=1

(1− q3j)24.

�'



������ ����� ����	
� �����
� �����
� ���	
� ����
 �� ����
 �� ���

z123 x3(1− x3)
3 = a12(q)× c3(q)

a3(q)
×
(
b3(q)

a3(q)

)3

= b9(q)c3(q) = 27q
∞∏
j=1

(1− qj)24

��

z123 x3
3(1− x3) = a12(q)×

(
c3(q)

a3(q)

)3

× b3(q)

a3(q)
= b3(q)c9(q) = 273q3

∞∏
j=1

(1− q3j)24.

������������ �� ������� ��� �������� �����������  �� ��� ��������� � z3�

������� ��	� ��� P 	 z3 
�� x3 � ������ 
� ���	!
	 ���	
 
�� ����
	 �������������

����

q
dz3
dq

=
z3(P (q)− (1− 4x3)z

2
3)

12
�!�	



��

q
dz3
dq

=
z3(3P (q3)− (3− 4x3)z

2
3)

12
. �!��


������ "#� ��������� � ��� ���������� � $��� !�! �� ���� ��� ������� q d
dq

�

"��� ����� "������ !�� �� %&����� ���	!
 �� �'���

P (q) =
12q

z3

dz3
dq

+ (1− 4x3)z
2
3

��

3P (q3) =
12

z3
q
dz3
dq

+ (3− 4x3)z
2
3 .

(�������� ��� ��������� ��� ���� ��

��
 ���� � �����������

)��� �� ������� ��� ���������  �� w7�

������� ���� ��� w7	 z7 
�� Z7 � ������ � ���	�
	 ���	�
 
�� ���	!
	 �������������
����

q
d

dq
logw7 = Z7 = z27 .

�	



������ ����� ���	
�

w7 = q

∞∏
j=1

(1− q7j)4

(1− qj)4

�� �� ����������� ������������� �� ������

q
d

dq
logw7 = 1−

∞∑
j=1

28jq7j

1− q7j
+

∞∑
j=1

4jqj

1− qj
.

��� ����� �
�	�� ����� ��

q
d

dq
logw7 =

1

6
(7P (q7)− P (q)).

����� �������� ���	�� ��  ������ ��! ���"����� ��� "���#

$� ���� ��� ��������� #�� X7�

������� ��	� ��� Z7 	
� X7 �� ��
�� �� ���	�� 	
� ���	%�� ���


q
d

dq
logX7 = Z7

√
1− 26X7 − 27X2

7 .

������ &�  ������ ��	' �� ����

X7 =
w7

1 + 13w7 + 49w2
7

,

����� w7 �� �(�� �� ���	
�� &� ����������� �������������

q
d

dq
logX7 = q

d

dq
log

(
w7

1 + 13w7 + 49w2
7

)

= q
d

dq
logw7 − w7(13 + 98w7)

1 + 13w7 + 49w2
7

q
d

dq
logw7.

&�  ������ ��)* ���� ���"��(�� ��

q
d

dq
logX7 = Z7

(
(1 + 7w7)(1− 7w7)

1 + 13w7 + 49w2
7

)
.

����� ���	+� �� ���	,� �� ������

q
d

dq
logX7 = Z7

√
1− 26X7 − 27X2

7 .

 ��� ���"����� ��� "���#�

�




��� ���� ���	
��	
� 	� �� y7�

������� ��	� ��� P ��� y7 �� ������ �	 ������ ��� ������
 ����

q
d

dq
log y7 =

7

24

(
P (q)− P (q7)

)
.

����
 ��	�� ������

y7 =
∞∏
j=1

(1− qj)7

(1− q7j)

��� �����	���	� �	������	��	�� �	
�� ��

q
d

dq
log y7 = q

d

dq
log

( ∞∏
j=1

(1− qj)7

(1− q7j)

)

=
∞∑
j=1

7jqj

1− qj
−

∞∑
j=1

7jq7j

1− q7j
.

��	�� ������ �� ����	�

q
d

dq
log y7 =

7

24
(P (q)− P (q7))

��	�� ��������� ��� �����

 � �	
� ��� ���	
��	
� �� z7�

������� ��
� ��� P � w7 ��� z7 �� ������ �� ������� ������ ��� ������� �����������	

����

q
d

dq
log z7 =

7

72
(P (q)− P (q7)) +

1

3

w7(13 + 98w7)

(1 + 13w7 + 49w2
7)
z27 .

����
 ��	�� !������ ��"# ���� 	�

z37 = (1 + 13w7 + 49w2
7)y7

��� ����$	�� �����	���	� �	������	��	�� �	
�� ��

3q
d

dq
log z7 = q

d

dq
log y7 + q

d

dq
log(1 + 13w7 + 49w2

7).

��



��� ����� 	
���� ��� ��� ����������� �
� ������ ��� �� �
� ���
� 
��� ���� ��

������

3q
d

dq
log z7 =

7

24
(P (q)− P (q7)) +

w7(13 + 98w7)

1 + 13w7 + 49w2
7

q
d

dq
log(w7).

��� 	
���� ��� �� ���

3q
d

dq
log z7 =

7

24
(P (q)− P (q7)) +

w7(13 + 98w7)

1 + 13w7 + 49w2
7

z27
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�� �� �����	��
 �� ������ �� �	
��� �	��� ������ ����� 
��������� �����	���
��� ������ �	� ���	��� � ���	���� ���	� �� 
���������� ��� 	�
�� 	�  ��������

��������� �����	�� ����� �� � !���  �" #�	�	����	� $%& ��� �� 	�� ������	� f ��
�	
��� �	�� ���� ������� �	����'� ������ k �
 �� �'�  �	
��� ������	� t ����
f ����(��  ����� 
��������� �����	� 	� 	�
�� k+1 ���� ������� �	 t� )� ���� �����	�
�� 
���'� 
��������� �����	�� �	� z3� Z3 �
 z7� Z7� *� ��� ���������� ��	� �������
���� � ��� ���� ����� ��� ��	
��� �
 ��	����� ����� �
 
��������� 	����	�� �

���� 	� ��� ��	������� 	� +��������� ������ �
 ���� ������	���

��� ���� � �
������
� �����
���

*� ��� �	 ��	� ��� z3�  �	
��� �	�� 	� ������ 	��� ����(��  ���	�
 	�
�� �����

��������� �����	� ���� ������� �	 x3�  �	
��� �	�� 	� ������ ,��	�

������� ���� ��� z3 ��� x3 �� ������ �	 -��%. ��� -���.
 ���� ��� ��������

����������� �������� �� z3 ���� ������� �� x3 ������

d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)
=

2

9
z3. - �%.

����
 /� ���	��� "�$ �� �'�

q
dx3

dq
= z23x3(1− x3).

0���� ��� ���� ���� �� 	���� ��� 
��������� 	����	�

d

dx3

=
1

z23x3(1− x3)
q
d

dq

����� ��������� ��'��

x3(1− x3)
d

dx3

=
1

z23
q
d

dq
. - �$.

��	 �������	�� 	� - �$. ��'�

d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)
=

1

z23x3(1− x3)
q
d

dq

(
1

z23
q
dz3
dq

)
. - ��.

� 



����� ���	
 �� ���

d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)
=

1

z23x3(1− x3)
q
d

dq

(
P (q)− (1− 4x3)z

2
3

12z3

)

=
1

12z23x3(1− x3)
q
d

dq

(
P (q)

z3
− (1− 4x3)z3

)
.

�� ��� ��������� �� ���������� �� �� ���� ��� ����� ���

A =
1

12z23x3(1− x3)
.

���

d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)
= Aq

d

dq

(
P (q)

z3
− (1− 4x3)z3

)

= A

(
q
d

dq

P (q)

z3
− q

d

dq
(1− 4x3)z3

)

�� ���������� �� ���� ��� ����� ������� ��	� �� � !"������ ���	
 ��� �� ����
���� ��� ������� ��� "������� ����� �� �������� �� ������

d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)

= A

(
P 2(q)−Q(q)

12z3
− P (q)z3P (q)− (1− 4x3)

2z23
12z23

+ 4z33x3(1− x3)

)

= A

(
P 2(q)−Q(q)− P 2(q) + (1− 4x3)

2z23
12z3

+ 4z33x3(1− x3)

)

= A

(−Q(q) + (1− 4x3)
2z23)

12z3
+ 4z33x3(1− x3)

)
. �#��


$�� ������������ A ���% ���� �#��
 �� ������

d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)
=

(1− 4x3)
2z43 −Q(q)

144z33x3(1− x3)
+

z3
3
. �#�#


&� � ������� ������ �� ��� ��� ��� 
 �� �#�'
 �� ������

d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)
=

1

12z23x3(1− x3)
q
d

dq

(
3P (q3)

z3
− (3− 4x3)z3

)

'(



��� ��� ����	���	� 
� ��� ����� ���� ��� ��� �� �
��� ���� ���
��� ���� �����
��
� ����� ��� ����� � �
��
��

d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)
=

(3− 4x3)
2z43 − 9Q(q3)

144z33x3(1− x3)
+

z3
3
. � �!�

"����� � � � ��� � �!� ��	� �

2
d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)
=

(1− 4x3)
2z43 −Q(q)

144z33x3(1− x3)
+

z3
3
+

(3− 4x3)
2z43 − 9Q(q3)

144z33x3(1− x3)
+

z3
3
.

"���� ����������� ��� ��	����� �# � �� ���

d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)
=

2z3
9

+
10z43 −Q(q)− 9Q(q3)

288z33x3(1− x3)
.

���� ���� �$�!� �
�%���� ��� %�

��

&� 
�� ��'� ���
��� �� ������ 	������� ��
� x3 �
 X3�

������� ��	� ��� z3 ��� X3 �� ������ �	 �$��� ��� �$���
 ���� ��� ��������

����������� �������� �� z3 ���� ������� �� X3 ������

X3(1− 108X3)
d2z3
dX2

3

+ (1− 162X3)
dz3
dX3

= 6z3. � �(�

����
 )� ����� ���� ������
� �$��*�

x3 =
1

2
−

√
1− 108X3

2
.

)� ��+��������� ���� ��%��� �
 X3 ��� ��������� �
 ���

dX3

dx3

=

√
1− 108X3

27
.

)� �
� ��,� �� ��������# ������
� F � -# ���� ��� ����� ���� �� ��� �
�, 
�� ���
����	���	� 
� F �� ���� 
� x�

dF

dX3

dX3

dx3

=

√
1− 108X3

27

dF

dX3

.

)� ��� �
� �� ��� �������� 
%����
�

d

dx3

=

√
1− 108X3

27

d

dX3

. � �.�

$(



����������	 
��� ��� �� ����� 
� x3(1− x3) ��� ���	 ������� ��� �� �
����

x3(1− x3)
d

dx3

= x3(1− x3)

√
1− 108X3

27

d

dX3

= X3

√
1− 108X3

d

dX3

.

��� ��� � �������� 
��� ��� �� ����� 
� x3(1− x3) �� �
����

x3(1− x3)
d

dx3

(
x3(1− x3)

dz3
dx3

)
= x3(1− x3)

2z3
9

.

���	 ��� �������� ����� �� ����	�  ����
�� ���� x3 �� X3 �� 	��

X3

√
1− 108X3

d

dX3

(
X3

√
1− 108X3

dz3
dX3

)
= 27X3

2z3
9

= 6X3z3. ���!�

"��

B3 =
√
1− 108X3.

#� ��� ��� �

�� ���� ���!� � ������$

X3B3
d

dX3

(
X3B3

dz3
dX3

)
= 6X3z3.

#� �� � ��� ���
����� ��� ��%�������� �&������ �� ��� ��'���� ����� #� ��� �
(
���� ���)� ���� �����

�� ��� � ��� ��%�������� �&������ ��� Z3 ���� ������ �� X3 �� ���� ��� ��������	
������� ������&���

����� ���� ������� y �� � ��	�
��� �� � ����� ����� 	����� �������
��	 ����
���

y′′ + f1y
′ + f2y = 0. ����*�

���� Y = y2 �� � ��	�
��� 
� 
�� 
���� ����� �������� 	����� �������
��	 ����
���

Y ′′′ + 3f1Y
′′ + (f ′

1 + 4f2 + 2f 2
1 )Y

′ + (2f ′
2 + 4f1f2)Y = 0, ������

����� 
�� ������ ����
� �������
��
��� ��
� �����
 
� x� ��� f1 ��� f2 ��� ���
����

�� x�

��



������ ��� ������� �� 	�� 
���� �� 	�	 Y � Y ′� Y ′′ �� Y ′′′ �� �� ����� ������	����
�� y2� yy′ �� (y′)2� ����� 	��� �� ������� ��
�����	� ��� ��	��� �� � ��������
��

Y = y2

	���

Y ′ = 2yy′

��

Y ′′ = 2(y′)2 + 2yy′′.

�� �� ��� ����	�	�	� ��� y′′ ���� 	�� �������	�� ���	��� ������ �� Y ′′ ��  �����
������	��� �� y2, yy′ �� (y′)2� ��� �����	 ��

Y ′′ = 2(y′)2 − 2f1yy
′ − 2f2y

2.

 ������� Y ′′′ �� ��� �� ���		�� �   ����� ������	��� �� y2, yy′ �� (y′)2� ��
!�� 	�	

Y ′′′ = 2f 2
1 yy

′ + 2f1f2y
2 − 2f ′

1yy
′ − 2f ′

2y
2 − 6f1(y

′)2 − 8f2yy
′.

"�� �� �� ����	�	�	� 	���� #���� ��� Y, Y ′, Y ′′ �� Y ′′′ ��	� ������

Y ′′′ + 3f1Y
′′ + (f ′

1 + 4f2 + 2f 2
1 )Y

′ + (2f ′
2 + 4f1f2)Y

=2f 2
1 yy

′ + 2f1f2y
2 − 2f ′

1yy
′ − 2f ′

2y
2 − 6f1(y

′)2 − 8f2yy
′

− 6f 2
1 yy

′ − 6f1f2y
2 + 6f1(y

′)2

+ 2f ′
1yy

′ + 8f2yy
′ + 4f 2

1 yy
′

+ 2f ′
2y

2 + 4f1f2y
2

=0

�� Y �� ������  ����	��� 	� $��	��� ������ ���
��	��% 	�� 
�����

�� ��� ���� Z3�  ������ ���� �� ���%�	 	��� �	��!��  	���� ����� ����� �����&
��	�� ���	��� ��	� ���
��	 	� X3�  ������ ���� �� ���%�	 '��� �

������� ��	� ��� Z3 	
� X3 �� ��
�� 	� �(�)� 	
� �(�*�� ���
 ��� �������
�

������
��	� ���	���
 ������

X2
3 (1− 108X3)

d3Z3

dX3
3

+ 3X3(1− 162X3)
d2Z3

dX2
3

+ (1− 348X3)
dZ3

dX3

= 12Z3. ����)�

(+



������ ��� ������� 	
� �� ��

f1 =
1− 162X3

X3(1− 108X3)

f2 =
−6

X3(1− 108X3)
.

��� ��� ����� 	
� ��� ���������� f1 ��� f2 ����

Z ′′′
3 + 3f1Z

′′
3 + (f ′

1 + 4f2 + 2f 2
1 )Z

′
3 + (2f ′

2 + 4f1f2)Z3 = 0

��� ��� ������� �� ������


��� ����� � 	
�����
�� �����
��

�� ����� �� ������ � ���������� ��������  �� z7! � ������  ��� � ������ ���! ����
�����"� �� w7
 �� ���� ������� � "����� � �������� �� ��� � ��"��� ����� �����
���������� ��������  �� z7 ���� �����"� �� X7! � ������  ��� � ������ #��� ��� �
����� ����� ���������� ��������  �� Z7! ������ ��� ���� �����"� �� X7
 ���  ������
������� �� ���  ���� �� $�	%


������� ���� ��� w7 	
� z7 �� ��
�� �� &�
'�( 	
� &�
'�(� ���
 ��� �������
�

������
��	� ���	���
 ��� z7 ���� ������� �� w7 ������

d

dw7

(
w7

dz7
dw7

)
= 2z7

(
1 + 16w7 + 49w2

7

(1 + 13w7 + 49w2
7)

2

)
. &	
'�(

������ ����� �������� )
*! )
+ ��� ��� "���� ��� �� ������ ��� ���������

q d
dq
log z7

q d
dq
logw7

=

1
z7
× dz7

dq

1
w7

× dw7

dq

=
w7

z7
× dz7

dw7

���

q d
dq
log z7

q d
dq
logw7

=
1

z27
×
(

7

72
(P (q)− P (q7)) +

(
w7

3
× 13 + 98w7

1 + 13w7 + 49w2
7

)
z27

)
.

,������� ��� ��������� �� z7 ����� ��

w7
dz7
dw7

=
7

72z7
× (P (q)− P (q7)) +

(
w7

3
× 13 + 98w7

1 + 13w7 + 49w2
7

)
z7. &	
')(

)-



����� ���	
����	� ������� ��� �� ����	� ��� �
������ 	����	��

d

dw7

=
1

w7z27
q
d

dq
.

�� ��� �

�� ��	� �
������ �� ������ ��� ��� ��� 
������ ���� �� ����	�

d

dw7

(
w7

dz7
dw7

)
=

7

72w7z37
q
d

dq
(P (q)− P (q7))− 7

72z27

(
dz7
dw7

)
(P (q)− P (q7))

+
w7

3

(
13 + 98w7

1 + 13w7 + 49w2
7

)
dz7
dw7

+
z7
3

(
13 + 196w7 + 637w2

7

(1 + 13w7 + 49w2
7)

2

)
.

�� ���
��� ��� ���	���	��� �� P (q) ��� P (q7) ��	� ������� ���� ���� �� ���� 
��� !�� �� ��� �"
���� P (q)# P (q7)# Q(q) ��� Q(q7) 	� ����� �� w7# z7 ��� dz7/dw7�
�	�� ��� ���
 �� � ���
���� ��	� �	�
�	$�� ��

d

dw7

(
w7

dz7
dw7

)
= 2z7

(
1 + 16w7 + 49w2

7

(1 + 13w7 + 49w2
7)

2

)

��� ��� ������� 	� 
������

��� ������	� �������# ���� ���� �

���� 	� %&�'# 	� ����� �� ����	� ��� ���	����
���� w7 �� X7 �� �� � ������ ����� �	(�����	�� �)���	�� ��� z7 �	�� ���
��� �� X7

�� �������*

������� ��	� ��� z7 ��� X7 �� ������ �	 �!��!� ��� �!����
 ���� ��� ��������

����������� �������� �� zz ���� ������� �� X7 ������

X7(1− 26X7 − 27X2
7 )
d2z7
dX2

7

+ (1− 39X7 − 54X2
7 )

dz7
dX7

− 2(1 + 3X7)z7 = 0. ������

+� ���� ��,�	�� ���� ��	� �������

B7X7
d

dX7

(
B7X7

dz7
dX7

)
= 2X7(1 + 3X7)z7 ������

�����

B7 =
√
1− 26X7 − 27X2

7 .

����
 -��� ��� ���	���	��� ��� w7 ��� X7 	� �������� ��� ��� ��. �� ����	� ���
�)���	���

q d
dq
logX7

q d
dq
logw7

=

1
X7

× dX7

dq

1
w7

× dw7

dq

=
w7

X7

× dX7

dw7

��



���

q d
dq
logX7

q d
dq
logw7

=
Z7

√
1− 26X7 − 27X2

7

Z7

=
√
1− 26X7 − 27X2

7

= B7.

�������	 	�
�� ��

w7

X7

× dX7

dw7

= B7.

������	��	 	�
�� ��� ����������� ��������

w7
d

dw7

= X7B7
d

dX7

. ������

��� ����������	 ������ �� w7

w7
d

dw7

(
w7

dz7
dw7

)
= 2z7w7

(
1 + 16w7 + 49w2

7

(1 + 13w7 + 49w2
7)

2

)
. ���� �

!� ��� ��� ������ �� ���� � �� ����

B7X7
d

dX7

(
B7X7

dz7
dX7

)
= 2z7w7

(
1 + 16w7 + 49w2

7

(1 + 13w7 + 49w2
7)

2

)

= 2z7

(
w7

1 + 13w7 + 49w2
7

)(
1 + 16w7 + 49w2

7

1 + 13w7 + 49w2
7

)

= 2z7X7

(
1 + 16w7 + 49w2

7

1 + 13w7 + 49w2
7

)

= 2z7X7

(
1 +

3w7

(1 + 13w7 + 49w2
7)

)
= 2z7X7(1 + 3X7).

!� ��
� ����������� ��� ����������� �������� �� ���" ��#���� "���$ %��������	 ���
����"�

!� ��� %���	� ��� 
������� "��� z7 �� Z7 �� &�� � ����� ����� ����������� ��������
"�� Z7 ���� �����%� �� X7� '��� ����������� �������� ���� ������� �� ()*+�

*)



������� ��	� ��� Z7 ��� X7 �� ������ �	 ������ ��� ������
 ���

B7 =
√
1− 26X7 − 27X2

7 ��� H7 = 4X7(1 + 3X7)
 ���� ��� �������� �����������

�������� �� Z7 ���� ������� �� X7 ������

d

dX7

(
B7X7

d

dX7

(
B7X7

dZ7

dX7

))
= 2H7

dZ7

dX7

+
dH7

dX7

Z7. ������

�� �������� ��� ���� �������

X2
7 (1− 26X7 − 27X2

7 )
d3Z7

dX3
7

+ 3X7(1− 39X7 − 54X2
7 )

dZ2
7

dX2
7

+ (1− 86X7 − 186X2
7 )

dZ7

dX7

− 4(1 + 6X7)Z7 = 0. ������

������ �� 	
� �� ���� ����� ������
���� �������
 ��� Z7 ��� ������� �� X7 �� ���
�������
 ������ �� �����


f1 =
(1− 39X7 − 54X2

7 )

X7(1− 26X7 − 27X2
7 )

�
�

f2 =
−2(1 + 3X7)

X7(1− 26X7 − 27X2
7 )
.

��� ��� ��  � ��! �
� ����������
" f1 �
� f2 �
��

Z ′′′
7 + 3f1Z

′′
7 + (f ′

1 + 4f2 + 2f 2
1 )Z

′
7 + (2f ′

2 + 4f1f2)Z7 = 0

"�#�� ������ �

$!
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 ��
 ���� �
����� �� ���� ��
���� ���� ��� �
 ��� ��� �
� ���

�
�
��
��
� {c7(n)} ��� {u7(n)} �� � �
���� �� ������ ���
�
����� 
��������� �
 �����
���� �� ������
 �� ��
 �
���� �� �������� ��� ��
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��� �
�
� � �
���
 ����� �� �� ��
 �
�
� � �
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 �
������
 �
 ��
 �� ����
 ���
�
����� 
�������� �� ��
 � 	
 �� ��
 	�
����� ���	!
�
� �� ����
� ��
 �
���� �� "���
����# �

 $�� 	� %&'( �� $)*� 	� +,%(� ��
�
 �
���� ���
����� ���
� ���
�
����� 
�������� ���� ���
 ��� �� ���

 ���
��� ���
	
��
�� ���������
�
�	
����
� � ���
�
� ��� ��
 �������� �� ���� ��� �� x = 0 �� �
����
� � ��
 �������
����������� ��
 ���� �� �������� �
	
��� �� ��
 �
�
�� ��
 ��������� ���
� ��
 ��
-����� $.%(� �� ��� �������
� �� �
�
� . ��� 
�	�
��
� �� � � 	
�
��
���� ��������
����� �
 �
��
 ��

pFq

(
a1, . . . , ap
b1, . . . , bq

; x

)
=

∞∑
n=0

(a1)n . . . (ap)n
(b1)n . . . (bq)n

xn

n!
/)�%0

��
�
 ��
 �����
� ��������� (a)n �� ��
� � 1

(a)n =

{
a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1) �� n ∈ Z

+

1 �� n = 0.

2�����3�� ����
� 	����
�
�� �� -�����4� � 	
�
��
���� ���������� �� $,+( �
 ���

�	 ����
�	����� ��
���
� ��� 5���� �� 2�����3��4� ��
���
� �� 
���	��� ���������
�� ���
������
 ���
�� �

 $&� 6�� ��(� ��
 ����
�	��� �� �
�
�� %� + ��� �� "����
�
��������� �� ���
� �
�
��� ���� �� ,� )� �� &� * ��� ���
�� ��
 ����� �� $%%(� $%)(� $%�(�
$+'(� $+%(� $+�(� $++(� $+)(� $+�( 
��� ��� ��
 ��������� ��
 
�	�
��
� �� 	��
� �
��
��
��
 ��
7��
��� �� ��
 
�	������ �� ��
�
 �
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 �� ���
�
���� ���

� �
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�
��� ���� �� ��
 ����� �� ���� ���	�
��

��� �����
��� ����� ����� �

8 	
�
��
���� ��������� ���� ��
 ��������� �� �
���� ���
� ���
�
����� 
��������
�
�
 �����
� � 9��
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������ ����

z = 2F1

(
1
2
, 1

2

1
; x

)
=

∞∑
n=0

(1
2
)n(

1
2
)n

(n!)2
xn 	
��

��� ��� ���� �������� �������� ���� ��������

x(1− x)
d2z

dx2
+ (1− 2x)

dz

dx
− 1

4
z = 0

���� ��� ������� ���������� z = 1 ���� x = 0 ���� ����� ���� �������� ������ ����
����� � ���� ����!����� �" z ��� x �� ��� � �"  ������ "�� � ��� ����� "��������#
���� �� ��������� �� $������ %�

��� ����� �

&� ��� �������� ��������� �� ��� ��'�������� �(������� �� )����� � *�� ��� *�
� )��
����+ ,(������ 	*�� �� �" ������ ������ -�� z3 ��� x3 �� �� ������ �� 	.�� ��� 	.�.�
/" �� ���� �� ������� ���������� z3 = 1 ���� x3 = 0+ ���� ��� ���� �������� ���� ��
�������� �� ��� �������� ����� "������� �� x3

z3 = 2F1

(
1
3
, 2

3

1
; x3

)
. 	
�.

0���"� ��� �� "���� �� �1+ $�� ..�+ ��2� ��� �����

)�� ������+ ,(������ 	*��� �� ����� ������ -�� Z3 ��� X3 �� ������ �� 	.��
��� 	.��� )��� �� � ��� �������� �������� �� "���� �� ������� ��� ������� ���������� ��
Z3 = 1 ���� X3 = 0 ��� ����� � �������� ����� "������� �� X3

Z3 = 3F2

(
1
3
, 1

2
, 2

3

1, 1
; 108X3

)
. 	
��

3 ����" ��� �� "���� �� ��+ $�� ���

��� ����� 	

/� ��� �������� ������� �� ������ ����� ����� % ��'�������� �(������� �� ���� ��� �����
������ �� X7 ��� ��� �� w7� )�� ���4������ �����"� ���������� ��������� ����� ���� ��
������� ��(�������

�*



����� � ��� 	�
����� {c7(n)}
�� �� �����	 z7 �
 � ����� 
���
 � X7 ���� ��� �������� ���������� ���	����
���������� ������� �����
� ��
 
 ��� �� ��� ��� ��
���
 �� ��
 ���

�

������ ���� ��� z7 ��� X7 �� ������ �	 ������ ��� ������ ��� 
�� {c7(n)} �� ���

������� ������ �	 ��� ���������� ��
�����

(n+ 1)2c7(n+ 1) = (26n2 + 13n+ 2)c7(n) + 3(3n− 1)(3n− 2)c7(n− 1) �����

for n ≥ 0

���� ������
 ����������

c7(−1) = 0, c7(0) = 1.

���� �� � ������������� �� q = 0 ��� ���������� �������� ��

z7 =
∞∑
n=0

c7(n)X
n
7 . �����

������ �� ������� ������ �� 
����	 ���� z7 
��
 �	 � 
����	 ��	�� ����� 	!�������
������� ��� ��
���� �� X7� "
�� ����� ��  �	 ���� ���  �
� ��	 
����	 	��#��#�

�� z7 ��� �
 ������
$

z′7 =
∞∑
n=0

nc7(n)X
n−1
7

��	

z′′7 =
∞∑
n=0

n(n− 1)c7(n)X
n−2
7 .

%�&
������ ���
� ��� ��� 	!������� ������� ������ �#�


X7(1− 26X7 − 27X2
7 )

∞∑
n=0

n(n− 1)c7(n)X
n−2
7

+ (1− 39X7 − 54X2
7 )

∞∑
n=0

nc7(n)X
n−1
7 − 2(1 + 3X7)

∞∑
n=0

c7(n)X
n
7 = 0.

'���� 
��� ���������� �� 	�	��� ��� ���������� �������

[n(n+ 1) + (n+ 1)]c7(n+ 1)− [26n(n− 1) + 39n+ 2]c7(n)

− [27(n− 1)(n− 2) + 54(n− 1) + 6]c7(n− 1) = 0.

��
 
��� �
 �� ����� ��	 ��� ����� 
 ���������

(�



��� ������ 	
 c7(n) 
	� 0 ≤ n ≤ 10 ���

1

2

22

336

6006

117348

2428272

52303680

1160427510

26337699740

608642155660.

�� 	�������	� 	
 ���� ������� ��� X7 ��� z7 �� ��� �	��� ������ ����� �� �� ��������
����������� �� q ������ �� 
	��	���

X7 = q − 9 q2 + 30 q3 − 15 q4 − 240 q5 + 978 q6 − 1463 q7 − 2361 q8

+ 18201 q9 − 42800q10 +O
(
q11

)
�����

���

z7 = 1 + 2 q + 4 q2 + 6 q4 + 2 q7 + 8 q8 + 2 q9 +O
(
q11

)
. ��� �

!����������" ��� q#�������	�� ���	 ����� ��� 	������" ��������	�� �� 
�� �� q10 "����
�� � ��$� %����������� ������� ��	��� ���� ��� ����� 	
 ��� ��&���� ��� ����"���
��� ���� �	�� �	� 	�������� � ��		
� '	������ �� ���� �	� "��� � ������ ��		
 
	�
�����

������� ��	� ��� �������� {c7(n)} 	�
��	 �� �� ���������� ������� ���(�� �� ��

(n+ 1)2c7(n+ 1) =(26n2 + 13n+ 2)c7(n) + 3(3n− 1)(3n− 2)c7(n− 1)

��� n ≥ 0,

��� ������ ���	�����

c7(−1) = 0, c7(0) = 1,

���� ���� ������ �������

)�



������ �� �� �����	 
��� �� ������ �� X7 �� ����

z7 =
∞∑
n=0

c7(n)X
n
7 = c7(0) + c7(1)X7 + c7(2)X

2
7 + · · · . 
���

�� ��� ���������� 
��� ���� 
��� �� ������

z7 = c7(0) + c7(1)(q − 9q2 + 30q3 − · · · ) + c7(2)(q − 9q2 + 30q3 − · · · )2 + · · · .
����
��� �� ���� � q���������� �� z7 
��� ����� � �����! 
��� ��	 
���� !���� ��

1 + 2q + 4q2 + 6q4 + 2q7 + 8q8 + 2q9 + · · ·
= c7(0) + c7(1)(q − 9q2 + 30q3 − · · · ) + c7(2)(q − 9q2 + 30q3 − · · · )2 + · · · .

�� � ���� ���"������ �� ��##���$ ��� ���"����� ��� ��� �������� ���% ��

c7(0) = 1

�� c7(0) �� �� ����!��� &�� ���"����� ��� q ���% ��

c7(1) = 2.

'�� ��� ���"������ �� q2( q3 ��	 q4 ��� ����	 �)

4 = −9c7(1) + c7(2)

0 = 30c7(1)− 18c7(2) + c7(3)

6 = −15c7(1) + 141c7(2)− 27c7(3) + c7(4)

!����!

c7(2) = 22

c7(3) = 336

c7(4) = 6006.

�� !�����#( � �����! ��� ���"������ �� qn ���	���� �� ����!�� ��#����� �%��!
c7(1), c7(2), . . . , c7(n) ����� ��� ���"����� �� c7(n) �� �� &��� ����! ��	������ �� n
��� ���%� c7(n) ��## �� ����!����

&�� ��!��*����� �� ���� ����#� �� �����#	� +����( �� �� ��� ������� ���% ��� ����������
��#����� ���� �� ���#	 ��� �� ����!�� �� ������ , ������ 
��- !����

c7(n+ 1) =
1

(n+ 1)2
(
(26n2 + 13n+ 2)c7(n) + 3(3n− 1)(3n− 2)c7(n− 1)

)
.

.�



����� (n+1)2 �� �� ��� 	��
�����
� �� �
��	 ������ c7(n+1) �
 �� � ���
��� ����
�� ���� 	��
�����
 �
������� ���� ((n+1)!)2 ��� �� ��	 �������� ��� �

� ����
��� �������� ���� �� ������� �� ��
� ��� ���� ��� � �
� 
� �����
��	 ���
���	�
�� ���	�	 ������ ��!� "��������� ������ ����� ������
�� ��	 	�#������� ������
���
���
�	�$� ������� �����
�� ���� �
�$�
���� �
�%������ ���� �� ������ �����	 ��
����$ ��� ��� 
��� ���� �� ��
�� ���� ���������� �
������ ���������$ �
��
������� ��	 �������&���
� �$ �
	��� �
��� �
 ���� �� ������� �� ��	��� ���
������ ��������� 
� ���� �$���

'� �� �����	 Z7 �� � �
�� ����� �� X7 ����� ()�*+, ��� �������� ����� ����
���� �����
� 	���
���	 �$ �� -

�� ./01 �� ������	�

������� ��	� ��� Z7 ��� X7 �� ������ �	 ()�*0, ��� ()�*2,
 ��� {t7(n)} �� ���

������� ������ �	 ��� ���������� ��������

(n+ 1)3t7(n+ 1) = (2n+ 1)(13n2 + 13n+ 4)t7(n) + 3n(9n2 − 1)t7(n− 1) (+�**,

for n ≥ 0

���� ������� ���������� t7(0) = 1
 ������������	� ��� {t7(n)} �� ��� ������� ������ �	

��� �������� ���

t7(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)2(
2k

n

)(
n+ k

k

)
. (+�*/,

�� � ������������� �� q = 0 ��� ���������� �������� ��

Z7 =
∞∑
n=0

t7(n)X
n
7 . (+�*),

�����
 ��� �

� �� ������ �
 ���
�� +�*� �� ���������� (+�*), ��	 ��� 	���������
���
 (2�*3,� ��� 	������ ��� �� �
��	 �� ./01� 4� � ����� �� ���������� q �������
��
�
 Xn

7 ��	 Z7 ���
 (+�*), ��	 �
���� �������
���

��� ������ �� {t7(n)} �� ��� ������� ����� ����� �� �������� �� ��� �������
�����
� �
��	 ������� ���
��� ������ ����� ���� �� 	�����
� �$ (n + 1)3� ��

�

�� �� ����� �� ./01� ��� ��� �

� �� ������ �
 ��� �

� �� ���
�� +�/� ���
���
�	 �

� ����� 
� ��� ���� ���� {t7(n)} ��� � ��� 
� ���
���� �
�%������ �����
�$ 	������
� �� �������� ����� �
 ���
���� ��� ��� $�� ���� �
��	 �
 ��� ��������
{c7(n)} ���� ��
� �
������ �

� ��� �
� ��������� �
 ���

�� ����� ����
�� �

� ���� ��� ��������� ������
� �������� �� ���������� ������
���
������
��
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������� ��	� ��� {c7(n)} ��� {t7(n)} �� ��	
����� ������ � ����� ��� ������ ���

��� g ��� f �� ��� ���������� �
������� ����� �

g(y) =
∞∑
n=0

t7(n)y
n

���

f(y) =
∞∑
n=0

c7(n)y
n.

���� �� � �������
����� �� y = 0

1

(1 + 4y)2
g

(
y

(1 + 4y)3

)
=

1

(1 + 2y)2
g

(
y2

(1 + 2y)3

)
. ������

� ������ ��� �	
��� ���� �� g(y) �� ������

1

1 + 4y
f

(
y

(1 + 4y)3

)
=

1

1 + 2y
f

(
y2

(1 + 2y)3

)
. ������

������ �	
 �������� 
������ ������ ��� 
�������	
� �� �� ����
� �� �� �
  !"# ��
�	
 �������� 
������ ��� ������ �� �����
� �� ��$�% �����
 ����� �� ������� �	��
�� �������
 ���
 Z7 = z27 �� �	
��
& '�( �	
�
 z7 �� Z7 ��
 �	
 ���
� �
��
� �����
�� ����'�) �
��
���*
���

��
�� � ����� ��� ������� {u7(n)}
+�� ���� �
��
� 
,����� � �	�� �
���� 
,���� w7 �� � ���
� �
��
� � y7� �	�� ��
�%�� � 
� �
�����

-�� ��&������ �
 ����
 �	
 ����
�����% �
*
� � �
����� ���� � ����
 ! ��  �"#
�� �������.

η51
η5

=
∞∑

n=−∞
u5(n)

(
η65
η61

)n

�	
�
 ηm �� �
/
� �� �!��'�� �	
 ���
� �
��
� 
,����� �����/
� � �	�

0�
�&
�
����
�
 �
����� ���	 ����� �����&���� %�*
 ��

(n+ 1)3u5(n+ 1) = −(2n+ 1)(11n2 + 11n+ 5)u5(n)− 125n3u5(n− 1)

for n ≥ 0

�1



���� ������� �	�
���	� u5(0) = 1� � 	����	� �	 ��� ���������� ������	� �� ���� 	�
���	���� �	������� � ����� ��

u5(n) =
n∑

k=0

(−1)n+k

(
n

k

)3(
4n− 5k

3n

)
.

�	������
 �� ��� ����� 	� ����� � �� �		��
 �	 �� �� ����� �� � ������ ������	����
�� ����� �� �� 
�
 ��
 � ������	����� �	����� �� � � ���!���� "������ ����������
������	� ��
 �	 ���	���� �� �� ��� ���� �	��
�

������� ��	� ��� y7 ��� w7 �� ������ �	 #$�%%& ��� #$�%'&
 ��� {u7(n)} �� ���

������� ������ �	 ��� �������� ������ ���������� ��������

(n+ 1)4u7(n+ 1) = −(26n4 + 52n3 + 58n2 + 32n+ 7)u7(n)

− (267n4 + 268n2 + 18)u7(n− 1)

− (1274n4 − 2548n3 + 2842n2 − 1568n+ 343)u7(n− 2)

− 2401(n− 1)4u7(n− 3) #(�%(&

for n ≥ 0

���� ������� ���������� u7(0) = 1, u7(−1) = u7(−2) = u7(−3) = 0
 ���� �� � ������

�������� �� q = 0 ��� ���������� �������� ��

y7 =
∞∑

n=−∞
u7(n)w

n
7 . #(�%�&

����� ��� ������� �������� �� ��� ����� #(�%�& ��

η71
η7

=
∞∑

n=−∞
u7(n)

(
η47
η41

)n

.

�����
 )�� �������� y7 ��
 z7 ��� ������������� ������
 ��
 ��� �������� w7 ��
 X7

��� ��	 ������������� ������
 � �� �� ��	� )��	��� $�* ��
 $�%+� )�����	�� y7
����� � 
�,�������� �"����	� ���� ������ �	 w7 �� � �	��� ���� 	����	� ��

���� ��� �	 ��� ���������� ������	� �����
 �� u7(n)�

�%



��� ������ 	
 u7(n) 
	� 0 ≤ n ≤ 17 ��� �� 
	��	��

1

−7

42

−231

1155

−4998

15827

−791

−566244

6506955

−53524611

369879930

−2218053747

11306008875

−43772711220

55203364377

172838094533

−16542312772356.

�� �	�������	� ��� y7 ��� w7 �� ��� �	��� ������ ������ ��� �� �������� ������������
�� q ������ �� 
	��	��

y7 = q + 4q2 + 14q3 + 40q4 + 105q5 + 252q6 + 574q7 + 1236q8 + 2564q9 + 5124q10+

+ 9948q11 + 18788q12 + 34685q13 + 62664q14 + 111132q15 + 193672q16 + 332325q17

+ 561996 q18 +O(q19)

���

w7 = 1− 7 q + 14 q2 + 7 q3 − 49 q4 + 21 q5 + 35 q6 + 42 q7 − 56 q8 − 119q9 + 105q10

− 70q11 + 147q12 + 147q13 − 133q14 − 168q15 − 231q16 + 252q17 − 154q18 +O(q19).

 ����������! q"�������	�� 	
 y7 ��� w7 ���	 ������ ��� �	������! ��������	�� �� �	
q10 !���� �� � ����#� �� ���� ��� �����	�� ��	 ��$������% ���� ��$����� �� ����!��
������ ��� 
	� ��� ���� ����	�� �� �� ���� ��������� ��
	��� &	�����% �� �	����
��� ������� ��'� ��� ����!���� ��!� ����!�� ����� ���� �� ��������� �� ��� ������	���

()



�������� 	
 ������ ��

��� ��	��� � �����
�� {t7(n)} 	� ���
� �� ������� 	
 ��� �
� 	
� !
�"�����	�
�� #
����� $����
��� % �!#$& '()*� �� ��� �	�� �� ��	�	
� 
�	���� ��� ��	��� � ��+
���
�� {c7(n)} 
�� ��� ��	��� � �����
�� {u7(n)} ��� ���
� 	
 �!#$�

(�



������� �

�	�
���� ��������

�� ����������� �	�����
 ��������	 �� ��� ������ ������������� �������� �� ���� ��
���� ��� ����� �� � ��������� 2F1 �
������������ ������� ���� ������� �����������
	����	 ��  ������ !"��#� ��� �� �$������	 �� ����� �� � 3F2 �
������������ ��������
���� ��� �� ���	 �� %������ �& �� '�� ��� �( �� �������){

2F1

(
a, b

a+ b+ 1
2

; x

)}2

= 3F2

(
2a, 2b, a+ b

2a+ 2b, a+ b+ 1
2

; x

)
. !*��#

������+� �	�����
 ��� �� �������	 ���� ��� ��	����� �������������� ������

2F1

(
2a, 2b

a+ b+ 1
2

; x

)
= 2F1

(
a, b

a+ b+ 1
2

; 4x(1− x)

)
!*��#

�� ��,� {
2F1

(
2a, 2b

a+ b+ 1
2

; x

)}2

= 3F2

(
2a, 2b, a+ b

2a+ 2b, a+ b+ 1
2

; 4x(1− x)

)
. !*�&#

����� ��� ���
 ������������ �� ������+� �	�����
� -�� �$����� �� �.�/ 0�1����2��
��	 �� �� 	���,� �* ������ ��� 1

π
3 ��� '4�(� 5� ���� ������ �� ������� ��� ��������� �����

6���� �� ��,�� /� ���� ��,�� & ��	 2�� ���� ���� �� ��,� � ������ ������� ���
��,�� *�

��� �	������	 ����� 	���	 �

��� ��������� ����� ��� 6���� �� ��,�� /� ��� ��	 �
 7����� '/�( �� ���.� ���
�������� z ��	 x ��� ��,�� �� ����� �� q �����
�

z = 2F1

(
1
2
, 1

2

1
; x

)
= ϕ2(q)

��	

x =
16qψ4(q2)

ϕ4(q)

����� ϕ ��	 ψ ��� 	����	 �
 !��*# ��	 !��.#� 0�� '.(� '�8( ��	 '��( ��� ������ �� ����
������

4/



��� ����� � 	
��

�� � ������� 	��
��� � ���� �� � ������ ��� ������� 	�� Z3� ����� ��������� ������� �����
�� ���!�� �
�� ��

z3 = 2F1

(
1
3
, 2

3

1
; x

)

�� 

Z3 = 3F2

(
1
3
, 2

3
, 1

2

1, 1
; 4x(1− x)

)

�� ����� �
 � ����� �� �������� ���"� � �#����{
2F1

(
1
3
, 2

3

1
; x3

)}2

= 3F2

(
1
3
, 2

3
, 1

2

1, 1
; 4x3(1− x3)

)
. �$�!�

%
� �$�!� �� �� ������& �	 �$��� ���
 a = 1
6
�� b = 1

3
�

��� ����� � 	
��

'� �(� $ � )���� z7 �� Z7 �� ���� �	 � ���� ���� ����� �� ������� *
�� ��

Z7 =
∞∑
n=0

t7(n)X
n
7

�� 

z7 =
∞∑
n=0

c7(n)X
n
7 .

% �&��� �
�� �
 �&����& �������� �	 ��������� ���"� �� ������ ��

(n+ 1)2c7(n+ 1) =(26n2 + 13n+ 2)c7(n) + 3(3n− 1)(3n− 2)c7(n− 1)

	�� n ≥ 0,

���
 ������� &�� ������

c7(−1) = 0, c7(0) = 1

�� 

(n+ 1)3t7(n+ 1) = (2n+ 1)(13n2 + 13n+ 4)t7(n) + 3n(9n2 − 1)t7(n− 1)

""



���� ������� �	�
���	��

t7(0) = 1.

�	 ��	� � ������ ���� ����	��� �� ��� ������

z27 = Z7

�	 	����� ( ∞∑
n=0

c7(n)X
n
7

)2

=
∞∑
n=0

t7(n)X
n
7 .

�� ���� ���� �� �� ����������� ���� ��� ������ 	� 	�� ������ �� ����� �	 ��	���� �������
�� �� �	� 	���	��� ������ � ��
  ��� ������� ����� 	� ������!� �	�"��� �� ����� ��
��� ���� ��� ����"����� ������ # ��
 � ���	 ���� ������ ����	���� ���� �����
�
����"����� �	 �� ���� ���������
 �	 $�	� �� ���� �� ��� ���� �	� ����� %� & ������	�
�	� ������� �������� ��'
&�� �� ���� �	 ��������(� ��� ����� % ���� �	 �����
� � ����"����)
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��� 	
�������


�� ���� �����	� 
� �		� � ��� �����	��� �����	�� 	� 	�� ���������� �����	���
������	��� ������ ��  ����	� 	� ���������� �������� �����	��� �� 
�� �	 ��� 
������	� ��� ���� ���	������  ���� ��  ���������� �����	� �  �������� ����
���� 	� n� �� ���� �� �		���� �  ���	�� 	���� ���������� �����	� 
��� �	�����
�	�������� 	� ��� �	��

sn+1 = αsn + βsn−1. ��� !

"�� ������ ����	� �� �	 ���  �	����	� 	� ��� �	��

sn = rn. ���#!

���� 
� ���������� $%���	� ���#! ���	 $%���	� ��� ! 
� 	����

rn+1 = αrn + βrn−1.

&	
 
� ������ �	�� ����� �� rn−1 ������

r2 = αr + β.

�� �	��� ��� ������������ �%���	� �	 ���� �
	 �		�� r1 �� r2� �������� r1 �= r2
��� ������ �	����	� �	 ��� ���������� �����	� �� ����� ��

sn = γ1r
n
1 + γ2r

n
2


���� γ1 �� γ2 �� �	����� �	��������� �� �� ��� ��� ����� 	� γ1 �� γ2 ��
����� ��� ������ �	�����	�� 
���� �� ��� ���� �
	 ����� �� ��� ��%������ "�� ��
������ s0 �� s1 	� s−1 �� s0� �� ��� ��� 	� ������� �		�� 
� ��� ��� �	����	� ��

sn = γ1r
n
1 + γ2nr

n
1 .

�� 
� �	������ 	�� ��	�	����' ��� (��	���� ��%����� 
����

Fn+1 = Fn + Fn−1, F−1 = 0, F0 = 1

)*



���� ����� ��� 	
������ �	
�����

r2 = r + 1.

�� �������� ��� ��� ����

r1 =
1 +

√
5

2

���

r2 =
1−√

5

2
.

�� ��� γ1 ��� γ2 �� 
���� ��� ������� ���������� ��

γ1
r1

+
γ2
r2

= 0

���

γ1 + γ2 = 1.

������� �� γ1 ��� γ2 �����

γ1 =
1√
5

(
1 +

√
5

2

)

���

γ2 =
1√
5

(
1−√

5

2

)
.

�� ��� ���
���� �� ��� ��
���� ������� ��

Fn = γ1r
n
1 + γ2r

n
2

=
1√
5

(
1 +

√
5

2

)(
1 +

√
5

2

)n

+
1√
5

(
1−√

5

2

)(
1−√

5

2

)n

=
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n+1

+
1√
5

(
1−√

5

2

)n+1

.

��



�� �� ���� �	
� ��� ����	�� ���� �� ��� Fn ���� ��������	��� 	�� �	� 	� 	�����
���� ���	�������

Fn ∼ 1√
5

(
1 +

√
5

2

)n+1

	� n → ∞.

��� �����	��� �� �����

f(n) ∼ g(n) 	� n → ∞

� ��	�

lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 1.

��� �����	
����������� ����	� �	� ������	��� �������	��

� �	� �� �	�� �	�
�� 	��� ���������� ���	���� ���� ����	�� ���������� �� 	��
�� ���� � �
 	� ��� �����	� ���������� ���	���� ����� ��� ��������� 	��
	�����	�� �������� � �����	� �������� ���� 	� ��� ������������� �������� ����
	��  ��������� !"#$ ���� 	 �� 	����� � ��� ���������� � 	 ������%�� �� &�����
��� 	�������� ���	���� � 	 ���������� ���	��� �� 	 ��%����� �� ��� '��
�()
*����+���
� ������ *��� ����� �� � ��� 	 ������ �� ��� ���

sn ∼ Cnαrn
(
1 +

a1
n

+
a2
n2

+
a3
n3

+ · · ·
)
.

*��� �� 	 �����	��+	��� � �� ������� ��	���� �� ��� ,���	��� ��%����� 	���
����� �� �	���� ��� �� � ��� ���� � n 	�� �� ��	� �	�� �� �	� ����	�� ����
������� �� �
 	� �����	� 	�������� ���	������ ,����- ��� ��%����� {t7(n)} �� ����
	� 	� ��	���� � ��� '��
�()*����+���
� ������ *��� ���� �� ������ �� �� ����
	������	���� �� ��� ��� ��%������ {c7(n)} 	�� {u7(n)}�

��� ������	��� ������	�� 	� ��� �� ����� {t7(n)}

�� ��� �	��� !./$- 0�������� ���������� ��� 	�������� ���	���� �� {t7(n)} �� ���
���������� ����� ���������� ���	��� ��� 1%�	��� 2"�##3� 0��������4� ��� ������
� ��� �	�� ��	� ���� �%�	��� �	� 	 �����	� ���

t7(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)2(
2k

n

)(
n+ k

k

)
.
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�� ������ ��	�

tn ∼ 1

4

(
3

πn

) 3
2

27n
(
1− 65

144n
+

3865

41472n2
− 111727

17915904n3
+ · · ·

)
, 	� n −→ ∞

���
� ��� ����	� ��
� �� ���� ��

tn ∼ 1

4

(
3

πn

) 3
2

27n 	� n −→ ∞.

��� �����	
	�� �����
�� 
� 	�� �������� {c7(n)}

�� �	�� 	 �����	
 ���� �� 
���

��� 
��	���� � ���	��� ������ ������
� �� �	��
� �����	� ��� ��� �� ������
 ������
 ���
� ����� �� 	��������� ���	����
 ��

{c7(n)} � ���� ���	��� �� ��� ��
�

cn ∼ Cnαrn
(
1 +

a1
n

+
a2
n2

+
a3
n3

+ · · ·
)

���
� C� α 	� r 	
� ����	�� �� �� ����
����� ��� ��

����� ��
� ��
(
1 + a1

n
+ . . .

)
	� n ≥ 1�

 �� �������� ��!����
� �� ��� 	��������� �"�	��� �� ���� ��
 ��� �������
{c7(n)} 	� � ��� �������� ��������� �� 	
� ���� �� �"��	� ��� �� ���� �����
�	
	����
��

�
����	��� ���� ��� n �� � ���	�	
� 	�����

cn ∼ Cn− 3
227n

(
1− 215

1008n
− 1265

290304n2 +
4683055

877879296n3 + · · · )
�� n → ∞� ���� C ≈ 0.09552�

����� ��	�������� r ��� α

�� ����
��� r 	� α �� ��� #�
$��%& 
!��'��$� ������ 	� ������� �� ���� 	�
(�����
��
 � )�*+� �� ��	
� ���� 
���

��� 
��	��� �����

(n+ 1)2c7(n+ 1) = (26n2 + 13n+ 2)c7(n) + 3(3n− 1)(3n− 2)c7(n− 1) �,�-�

���� ����	� �������� c7(−1) = 0, c7(0) = 1 	� 	����� ��� 	��������� ��
���	

cn ∼ Cnαrn
(
1 +

a1
n

+
a2
n2

+
a3
n3

+ · · ·
)
. �,�.�

�/



�� ���������� ��� �	
����� � ��� ������ ������ ���� �� ��� �������� �������� ���
��� ���������� ������� ����� � �����

(n+ 1)2C(n+ 1)αrn+1

(
1 +

a1
n+ 1

+ · · ·
)

− (26n2 + 13n+ 2)Cnαrn
(
1 +

a1
n

+ · · ·
)

− 3(3n− 1)(3n− 2)C(n− 1)αrn−1

(
1 +

a1
n− 1

+ · · ·
)

= 0

��� ������ ������ �� Crn−1

(n+ 1)α+2r2
(
1 +

a1
n+ 1

+ · · ·
)

− (26n2 + 13n+ 2)nαr
(
1 +

a1
n

+ · · ·
)

− 3(3n− 1)(3n− 2)(n− 1)α
(
1 +

a1
n− 1

+ · · ·
)

= 0.

���� ������ �� n2+α ��� 
�� x = 1
n
� �����

(1 + x)α+2r2
(
1 +

a1x

1 + x
+ · · ·

)
− (26 + 13x+ 2x2)r (1 + a1x+ · · · )
− 3(−3 + x)(−3 + 2x)(1− x)α

(
1 +

a1x

1− x
+ · · ·

)
= 0.

�� �	
��� ���� �� 
 ��� � x � ����

(r2 − 26r − 27) + (r2a1 + (α + 2)r2 − 26ra1 − 13r + 27α + 27− 27a1)x+O(x2) = 0.

!  �"���  ��� ��� ������� ���#  � ���� ��� ��������� �������

r2 − 26r − 27 = 0 ���$�

� ���

r = 27 � r = −1.

! � �����#��� α  � ��� ��� ��%����� � x � ���

(r2 − 26r − 27)a1 + (α + 2)r2 − 13r + 27α + 27 = 0

&'



��� ����� �	
�� � ���

(α + 2)r2 − 13r + 27α + 27 = 0.

�� ����� �	
�� �����

α = −2r2 − 13r + 27

r2 + 27

= −2(26r + 27)− 13r + 27

26r + 27 + 27

= −3(13r + 27)

2(13r + 27)

= −3

2
.

����� ����	
�� ����	���
�� �� α

�� ��� � ����� ��������� ����������� �� ��� α ���� � ����� �� ��� �������� �������

����� ��� �������� ���� ���� �������� �	
 �

cn
27n

≈ Cnα

� ������� !" ������ ���������� �� !��� ����� �� �!����

log
cn
27n

≈ logC + α log n.

�� ������� n ��� 2n ��� ��!����� ��� ��� �������� ���� ��� ��

log
c2n
272n

− log
cn
27n

≈ logC + α log 2n− logC − α log n.

#��� ��������� ��

log
c2n

27ncn
≈ α log

2n

n
.

$������ ��� α �����

α ≈ log c2n
27ncn

log 2
.

% ��������� ����������� �� &���� ������ n = 2000 ����� α = −1.49992 ���� �� ��
������ ��������� ��� α = −3

2



'(



����� �����	
�
�� �� �������� C

�� ���� �� ��	 �� �
������ �� ��� ���
���� ���� C� ���
 �
 ���	 ��� �� ����� ���
�������� ����� �� ���� ��	 ���������� �� ���� �
���

C ≈ cnn
3
2

27n
. � ��!

"���#��$ ���
 �����	 �
 ���� �������� �� O( 1
n
)� % ������ �����	 �� �
� �
 ���� �����

	�&������
� �� 	���� � 	�&������ ���������

����
�
�� ���� ��� �������	� 
����
� � ����� f : R → R� �� ������ ��

f(n) = f(n+ 1)− f(n).

'� ������������ ��	������ �� ��� ����� ��� �������� k ����
 �� ��#�

kf(n) =
k∑

j=0

(
k

j

)
(−1)jf(n+ k − j).

(����
� �� ��#� � ������� g ���� �� �
�������� �)���
��� ��#�� ��

g(n) ∼ c0 +
c1
n

+
c2
n2

+
c3
n3

+ · · · �
 n → ∞.

* �� �������� ���� 
�	�
 �� n2 �� ���

n2g(n) ∼ c0n
2 + c1n+ c2 +

c3
n

+ · · · �
 n → ∞.

%������� ��� 	�&������ �������� 2 ��#�
 �


2(n2g(n))

2!
∼ c0 +

c3
n(n+ 1)(n+ 2)

+ · · ·

∼ c0 +O

(
1

n3

)
�
 n → ∞.

���
 ��#�
 � ������ �����)������� �� C ���� � ��! �����
� � ��� 
������ ����� �����
�� ��� �
������ c0 �� ���� �������� ���� ��������� ��

k(nkg(n))

k!
∼ c0 +O

(
1

nk+1

)
�
 n → ∞.

+�� �
��� ,-������ � ��! �� �
������ ��� ���
����

k

(
n

3
2
+kcn

27nk!

)
∼ C

(
1 +O

(
1

nk+1

))
�
 n → ∞. � �.!

���������� ��
 ��� �������� �� 
�� ����� ��� �����	 �� �
�	 �� �/

�0



��� ������	
���������� ������ ��	��� ���� ��� ��������� �� ���� ����
��� ����������� �� �� � ������������	
 �������� C� ��� �������� ����
�� ������ � �������� ���� ��������� ��� ���� ��� �������� ����� �� ���
�� ����� ����! ��� "��� ���������� ����� ����������� ��� ��� �����! ��
���# ��� ���!�����! �� ������� ��� ��� ��������� ������� ���������# ���
���� 
������
 ��� �������� �	
�������� �� ��� ��� �����# ���� $����
��� ����!��� �� �� ����� �� %������& ��������� ���� e ��� π# �� �����!
���������	
�

�� �����! n = 10, 000 ��� k = 40 �� ���

C =0.09552230526812671465130791078702962567279466665100717986699

4823491765926452453145767581209397218144601400343835459078543

716038032131869546216944

�� 144 ������� ������� '�� �� �� ���� ���� �� �������( )� ���� �� ��� ����� ���
��	����� "����� �� n� *�� �� ������ ��� ����� ���� ��� kth ����� ��	������ �� ���� ��
�����+����� C �� ,-�./ ��

En,k = O

(
1

nk+1

)
.

)� ��� ������� ������ ���� ��� "���� �� n �� ��������

E2n,k

En,k

≈
b

(2n)k+1

b
nk+1

, ����� b �� � �������� �� ���������������

=
1

2k+1
.

�� �� ��� k = 40 ����

1

2k+1
=

1

241
≈ 1

1012
.

)� �+���� ��� ������� ������ �� �������� �� ����� 12 ������ �� n �������� )� �����

� ������� ������ �� �!������� ��	������
0#123 03.
1#233 004 01
2#333 051 05
03#333 066 01
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��� n = 10, 000 �� ������	 
�� 170 	����� ����� �	 �� ��� ���� �
 ��� �����	�
��� ������� �� ������	� ��� 144 	����� ����� �� �������� 
�� n = 10, 000 �� ��������

���������� �� ���� 
���	 ��� ��������� �������� �
 ��� �������� {t7(n)}  !�""#�

�� �� ��� �� �����  ���� �$������ ���� 
�� C �
 1
4

(
3
π

) 3
2 � %� ��� ����	  ������ �


������ �� �	����
� C 
�� {c7(n)}  !�&#� %� ��� ����	 ��� '��� 
������� (�	����
�()
����	 �� π �	 ����	 �� ��� �
 �� �� � ������� ������� *� 
� �� �� �������	 ��
������� � �	����+������ *� 
�� ��� ���� ��
������ �� ��� ���� ����� �� ,���������
�� ��� ��� ���� (�����( �	 '��� �� ����� �� �������-� C� %� ����	 �� +�	 �
�$������ ���� 
�� C �� %��
�� .��� �!/� ������� �������� %� ��� 	�	 � 	����	
����� �� ��� ������� �������� � ����������	�
��
	���
����	���	
��
��
���
��� ���	���	 ��� ������ (%��) ����� 
���	 �������(�

����� ��� ��		��
��� 
�	

%� �� ����� �� ����� ����� ��  ���������� ���� ����� ����� ������ ��������� ���
����� 0�� c7(n) ����+�� ��� ���������� �������  !�&#

(n+ 1)2c7(n+ 1)− (26n2 + 13n+ 2)c7(n)− (27n2 − 27n+ 6)c7(n− 1) = 0.

����� �� �� ������� �(
1 +

1

n

)2

c7(n+ 1)−
(
26 +

13

n
+

2

n2

)
c7(n)−

(
27− 27

n
+

6

n2

)
c7(n− 1) = 0.

 ���#

0�� ��� �� �������

cn = Cn− 3
227n

(
1 +

a1
n

+
a2
n2

+
a3
n3

+ · · ·
)
.

%� �� ��� ���������� cn ���� 1������  ���# �� �����

(
1 +

1

n

)2

C(n+ 1)−
3
227n+1

(
1 +

a1
n+ 1

+
a2

(n+ 1)2
+

a3
(n+ 1)3

+ · · ·
)

−
(
26 +

13

n
+

2

n2

)
Cn− 3

227n
(
1 +

a1
n

+
a2
n2

+
a3
n3

+ · · ·
)

−
(
27− 27

n
+

6

n2

)
C(n− 1)−

3
227n−1

(
1 +

a1
n− 1

+
a2

(n− 1)2
+

a3
(n− 1)3

+ · · ·
)

= 0.

!&



�� ��� ������ 	
 C27n ��� ������
 	
 n3/2 �� ���(
1 +

1

n

) 1
2

27

(
1 +

a1
n+ 1

+
a2

(n+ 1)2
+

a3
(n+ 1)3

+ · · ·
)

−
(
26 +

13

n
+

2

n2

)(
1 +

a1
n

+
a2
n2

+
a3
n3

+ · · ·
)

−
(
1− 1

n

)− 3
2 1

27

(
27− 27

n
+

6

n2

)(
1 +

a1
n− 1

+
a2

(n− 1)2
+

a3
(n− 1)3

+ · · ·
)

= 0. �����

��� �� ���� � ������ �� �����	��� ���

1

n
= u

��

1

n± 1
=

u

1± u
.

����� ��� ��������� � �������� ����

(1 + u)
1
2 = 1 +

u

2
− u2

8
+

u3

16
− · · ·

1 +
a1u

1 + u
+

a2u
2

(1 + u)2
+

a3u
3

(1 + u)3
+ · · · = 1 + a1u+ (−a1 + a2)u

2 + (a1 − 2a2)u
3 + · · ·

���

(1− u)−
3
2 = 1 +

3u

2
+

15u2

8
+

35u3

16
+ · · ·

1 +
a1u

1− u
+

a2u
2

(1− u)2
+

a3u
3

(1− u)3
+ · · · = 1 + a1u+ (a1 + a2)u

2 + (a1 + 2a2 + a3)u
3 + · · · .

!"����� ����� ��� 	� � ������ ��

27(1 +
u

2
− u2

8
+

u3

16
+ · · · )(1 + a1u+ (−a1 + a2)u

2 + (a1 − 2a2)u
3 + · · · )

− (
26 + 13u+ 2u2

) (
1 + a1u+ a2u

2 + a3u
3 + · · · )

− (1 +
3u

2
+

15u2

8
+

35u3

16
+ · · · )

(
1− u+

6

27
u2

)
× (1 + a1u+ (a1 + a2)u

2 + (a1 + 2a2 + a3)u
3 + · · · ) = 0. ���#$�

%%



�������� 	
��� �� � ������ ���������� ������ ��� a1, a2, a3...� �� ����� ���� �� �������
��� ���������� �� ��� ������ �� u ����� �� �����

−28a1 − 215

36
= 0

a1 = − 215

1008
.

 ��������! �����"����� ���������� �� u2 ��" u3 �� #�" ������������

a2 = − 1265

290304
,

a3 =
4683055

877879296
.

�� ��� ���� �� ��������� �� ���� ����� �� �� ����� $��� ���%� ������� C ������� ����

��� �����	
	�� �����
�� 
� 	�� �������� {u7(n)}

$�� ���������� �������� ��� �������� 	&��&� ����� �� �� ������� �������� ���� �����
�� � ��������� ��������" �������� �� ���%�" �� ��� ���� ������ �� ���%��� �� ���
����������� �� ��� �� ����� ��� � ������� ��� �� ������� ��� ����"�

����� �����	�� ��	������	�
� 
� r ��� α

�� ����� ���� ��� ���������� ��������

(n+ 1)4u7(n+ 1) = −Pu7(n)−Qu7(n− 1)−Ru7(n− 2)− Su7(n− 3)

�����

P = 26n4 + 52n3 + 58n2 + 32n+ 7,

Q = 267n4 + 268n2 + 18,

R = 1274n4 − 2548n3 + 2842n2 − 1568n+ 343,

S = 2401(n− 1)4 	
����

���� ������� ���"������ u7(0) = 1 ��" u7(−1) = u7(−2) = u7(−3) = 0.
�� ��� ��� ������

u7(n) ∼ Cnαrn 	
��'�

&(



��� ���������	 �
	 	������� � ������ ��� �
	 �	����	��	 �	����� ������ � ���	 ��
� �������� �� α 
����� ��� ����	� �	�	��	� ���

(n+ 1)4C(n+ 1)αrn+1 + PCnαrn +QC(n− 1)αrn−1

+RC(n− 2)αrn−2 + SC(n− 3)αrn−3 = 0. ������

�� �������� ������ �
���
 �� Crn−3 ���	� ��

(n+ 1)α+4r4 + Pnαr3 +Q(n− 1)αr2 +R(n− 2)αr + S(n− 3)α = 0. ������

�� �	 �����	 ������ �� n4+α ��� ��� x = 1
n
� �����

(1 + x)4+α r4+
(
7x4 + 32x3 + 58x2 + 52x+ 26

)
r3+

(
18 x4 + 268 x2 + 267

)
r2 (1− x)α

+ 49
(
7x4 − 32x3 + 58x2 − 52x+ 26

)
r (1− 2x)α + 2401 (−1 + x)4 (1− 3x)α = 0.

 ����� �� ��	�� � x � ���	

r4 + 26r3 + 267r2 + 1274r + 2401

+
(
(4 + α) r4 + 52r3 − 267r2α− 2548rα− 2548r − 7203α− 9604

)
x

+

((
α2

2
+

7α

2
+ 6

)
r4 + 58r3 + 267r2

(
α2

2
− α

2

)
+ 268r2 + 1274r

(
2α2 − 2α

)
+5096rα + 2842r +

21609α2

2
+

36015α

2
+ 14406

)
x2 +O

(
x3
)
.

�� ��!��� ���
 �
	 ������� �	��

r4 + 26r3 + 267r2 + 1274r + 2401 = 0

��� �������� ���	�

(r2 + 13r + 49)2 = 0. ����"�

#����� �
	 $������ 	$����� ���	�

r = −13

2
± 3i

2

√
3 ����%�

���
 ������������ ��
�	�� �	 �	� �
	 �	&��	�� � x � '	�(

(4 + α) r4 + 52r3 − 267r2α− 2548rα− 2548r − 7203α− 9604 = 0.

%�



��������	 	�
�� (
r2 + 13r + 49

) (
αr2 − 13αr + 4r2 − 147α− 196

)
.

���	 ������ �� ��� ��� ��������� �� x �� ������ �����

���������� �� ��� ��� ��������� �� x2 �� �����

(
α2

2
+

7α

2
+ 6

)
r4 + 58r3 + 267r2

(
α2

2
− α

2

)
+ 268r2 + 1274r

(
2α2 − 2α

)
+ 5096rα + 2842r +

21609α2

2
+

36015α

2
+ 14406 = 0.

 � ��
� � !"����� �� r ��� ����� #� ������ r2 = −13r − 49 �� ��� �������

r2 = −13r − 49

r3 = rr2 = r(−13r − 49)

r4 = (−13r − 49)2.

�"#����"���	 ��� r4, r3, r2 ��� ���������	 ����� ����� �� � !"������� �� ����� �� α �����(
1

2
(−13r − 49)2 +

1625r

2
+ 4263

)
α2 +

(
7

2
(−13r − 49)2 +

8567r

2
+ 24549

)
α

+ 6 (−13r − 49)2 + 58r (−13r − 49)− 642r + 1274 = 0. ����$�

�"#����"���	 ��� ���%��& ���'"	��� ����� ����(� ���� ����$� ��� ��������	 	�
�� "�

3

2

(
71± 39i

√
3
)
(3α + 5) (3α + 4) = 0.

���
��	 ��� α �� �#����

α1 = −5

3
��� α2 = −4

3
. ������

����� ����	
�� 
�����
���
��

)�� u7(n) �� � ����� ���#������� �� ��� ����� �� ��� ����

u7(n) ∼ nαrn
(
1 +

a1
n

+
a2
n2

+
a3
n3

+ · · ·
)
. ����*�

 � "��� +�"���, �������� %��	��� ��� -���������� ./01 �� 2�� ��� %����#�������
��� ����*� ��� �� ���%"�� �"����� ������ 3��� %��	��� "��� ��� 4��5��673�'������5�

(*



������� �� 	
�� ��� ������ Asymptotics ����� ����
 ��� ���	����� ������� �

��� ��	� �� ���	�
 ��� ������ ���� �� ��� ��
 �
�������� 
��	���
� �� ����
��
� ����	��� ��� ��
� ��������� �����

n− 5
3

(
1

2
(−13− 3i

√
3)

)n
(
1 +

5(−10359i+ 2579
√
3)

162(−71i+ 39
√
3)n

+
4(−125526767i+ 56300217

√
3)

15309(−239i+ 2769
√
3)n2

)
,

n− 4
3

(
1

2
(−13− 3i

√
3)

)n
(
1 +

14(−1413i+ 409
√
3)

81(−71i+ 39
√
3)n

+
4(−52615987i+ 32152017

√
3)

15309(−239i+ 2769
√
3)n2

)
,

n− 5
3

(
1

2
(−13 + 3i

√
3)

)n
(
1 +

5(10359i+ 2579
√
3)

162(71i+ 39
√
3)n

+
4(125526767i+ 56300217

√
3)

15309(239i+ 2769
√
3)n2

)
,

n− 4
3

(
1

2
(−13 + 3i

√
3)

)n
(
1 +

14(1413i+ 409
√
3)

81(71i+ 39
√
3)n

+
4(52615987i+ 32152017

√
3)

15309(239i+ 2769
√
3)n2

)
.

��� 	������� ��
	��
 ��� � �������� ���� ��� ������	
 
	�
������ ��� ����
 n−5/3

�� n−4/3 ��� � �������� ���� α1 �� α2 � ������� ��� ���� 1
2
(−13±3i

√
3) �
 ���

���	� ��� r � ������ �� �
 ��
��
���� ��� ��� 
�� �����
 � ��� 
� 	��� {u7(n)}�

����� �����	
�
�� �� �������� �

�� 	
� ��� �
��! ���"� ���� �� ��� �� �������� ��� ��
��� C� #������$ ��� ����

�� ��� 
� 	��� �������� � 
�� �����������

{1,−7, 42,−231, 1155,−4998, 15827,−791,−566244, 6506955,−53524611,

369879930,−2218053747, 11306008875,−43772711220, 55203364377,

172838094533,−16542312772356, . . .}

�� ������ ������% ��&	����
� �� ��� α �� r ���� 	
�� '�	��(
 
������� �	�
��������� C �
 ��)�	��� �� ��� 	���� �� 	
� ��� ������ �� ��*����� ��������

���� �� 	
�� � ��� �����+����  	������� ���	����� ������� � ���,� 
��� ��� �
���+
����� �%��
�� ������
 ��������� �����
� -� �� ����� � ��������� �������� 	
��
����
 rn �����

r1, r2 =
1

2
(−13± 3i

√
3).

.���� ���� ����
 	


r = 7e±iα

/0



�����

α = arctan

(
3
√
3

13

)
± π.

���� ����� �		
� �� ��� ��������	 ����
� ����� ��� ������� ���� ��

un ∼ c1

n
4
3

7neniα +
c2

n
4
3

7ne−niα. ������

�� �
�� ��� c1 �� c2 � 	������ 	���
���� �� ����
	� ��� ��
�� ��

c1 = ceiβ �� c2 = ce−iβ.

�� ��� �� ������ ��� ������ �	���� ��� �
� �����	� ������ �� �� �
������ ������

�� n
4
3/7n �� ����

n
4
3un

7n
∼ c

(
eni(α+iβ) + e−ni(α−iβ)

)
.

 ���� ��� ������������	 ��������

cos(x) =
eix + e−ix

2

�� �����

n
4
3un

7n
∼ A cos(n(α + β))

����� A = 2c�

 ���� !��� �� ������� ��� ����� ��� n ���� 900 �� 910" �	��� �� nαrn �� ������ ���
������ �	���� #� $�
�� ��%" n �� ����������� �� ����� �� ��� �� $�� ��� ���� 	
���
�� $� ����� ������ �� ���� 
�  ��
�� ������� ��� ��� �����
�� A �� ��� ���� β�
�� ���� ��� �� 
�� ��� ������ �� ���� �&
��� �� $�� ��� ��
�� �� A �� β ���
������'�� ��� ����������

f =
950∑

n=900

(
A cos

(
n

(
arctan

(
3
√
3

13

)
− π

)
+ β

)
− n

4
37−nu7(n)

)2

.

(�� ���
�� �� A = 6.502807770 �� β = −1.083913253� )
� ���� ������� ��� ���
��������	� ��� ��� ��&
��	� {u7(n)} �� ����

un ∼ 6.502807770n− 4
37n cos (n (α− 1.083913253)) .

(�� �����
�� A ���������� ��� 	������ C �� ��� �����	� ����	�� �� ����

���� �� ����� � �����	� ����� ��� ��� 	������ C�

*%



������ ��	
 ������������ �� �������� A ��� ����� ����� β

��� ���� ��	���
��� � ������
 �������� ������ �
 �� ��������

�� ��������� ����� �� ������ �� ���������� �� ����� �� �������  !"#� �� ����������
�������� �� ������� 9 $���� �� ��������� ��� ���������� �� ��� %�����&'(�)��������
������ *� ������� ����� +��� ��� ,�  -.# ������� ��� ���� �� ���$����� �� ���
��������� ������ �� ������/����� ������ ��&������ �0�������� (��� ���� �������
��� ����1 ��� ����� � �������� �� %�����&2� $��� �� ����� ���� ��� �����������
(��� ���� ���� ���������� �� $���� ���� ��� ���� ����� ��� ���������� ���������
����� �$� $���� 3�$����1 +�� ��� 4���������  -	# ���� �� ��������� �������� ��
��� %�����&'(�)�������� ����� $��� � ����� �� ������ ������� ��������� ���
���������� ��� ��5��2� ��0������ 4��������� ��� ��������� � ����$��� ������� ���
6���� ���� ���������� ����������  -�#� 7����� ���� ��������� � ����$��� �������
��� ���� ��� ��� 6��������� ���� ������� ��� ��������� ��������� �� ���������
��� ���������� �0�������  89#� ��5��2� $��� �� ��� ������������� �� ζ(3) �� ������ �� ��
����������� $��� 7���� ��� (�)����  8!# ������� 7����2� ������ :(�� ������
�� ����������� ���������� �� ������ ���������� ��0������:�

;9



������� �

�	
����
��

�� ���� �� ��	
���	�� �������� ���� ������� ���� �� ����� 7� ����� �	 ����
������� ���� ���� ����� � �� �� �!"�� #�	����� ���$���	�

(
m
n

)
������ �

"���� �	 ���� �� ��� #�� p �!"�	��	 �� ��� �	��
�� m �	� n ����� p � "�����
%�� � �	�� � ����& '�	
���	���

���	��� ���� ��

m = m0 +m1p+ · · ·+mrp
r (mod p)

���

n = n0 + n1p+ · · ·+ nrp
r (mod p)

��� �	� 
��� p ��������� �� m ��� n� �	��� p �� � ����� �	��(
m

n

)
≡

(
m0

n0

)(
m1

n1

)
· · ·

(
mr

nr

)
(mod p).

������ (���� ��	 #� ���	� �	 �)�� "� *��� �	� �����

+ ������ ��	
���	�� ��� ��� �,��	�� {t7(n)} �	 -,�����	 ./��*0 �� 
���	 # 1����
�	� 2����# ��3�� %�� ����� ����

t(n) ≡ t(n0)t(n1) . . . t(nr) (mod p) .3��0

�����

n = n0 + n1p+ · · ·+ nrp
r (mod p)

� ��� �!"�	��	 �� n #�� p�
+ ��	
���	�� �� ��� ���� .3��0 ���� #� ��� �� #� � ����4� "� ��	
���	���

�� ��	���� �	 �!��"��� 5	 #�� 7

89 = 1× 72 + 5× 71 + 5× 70 = 1557.

�)



�� ��� ���	�
 89 ��� � 	��� 7 �������� �� 155� �����

t(89)− t(1)t(5)t(5) ≡ 0 (mod 7).

���
�

t(89) = 0 (mod 7)

t(1) = 4 (mod 7)

t(5) = 0 (mod 7)

�����

0− 4× 0× 0 ≡ 0 (mod 7).

�� �������
�� ��� �������� {c7(n)} �� ����� �� ����
���� ������
 �� �������� � ������
���� ��� 
����� !�"� �#�$�� �� ��"� ��� ��!!���� ���%����
�&

��������	� 
��� ��� {c7(n)} ������ ��

(n+ 1)2c7(n+ 1) = (26n2 + 13n+ 2)c7(n) + 3(3n− 1)(3n− 2)c7(n− 1) �#�'�

	
�� 
�
�
� ����
�
���

c7(−1) = 0, c7(0) = 1

�� � �������� �� 
�������� ��� n = n0+n1p+· · ·+nrp
r (mod p) �� ��� ���� p ������
��

�� n� ����

c(n) ≡ c(n0)c(n1) . . . c(nr) (mod p)

��� � 
������� n 
� ��� ��� 
� p = 0 �� ��� ��
��� p ��� ��������� �� 1, 2 �� 4
����� ��

(� �)������ ��
 ���� �!���* ��� �
���� �� �� 200 ��
� ����"�� ����
���!!�� +����
���� ������ �)������ �� ���������� ��� 
����� ��
� ����"�� ��
 �!! ���� �
� n �� ��
2, 000 ��� ��� ��� 
����� ��� ����� �� ��!� �� �!! ������ +�� ��� 
����� ��� �����
��� �� ��!� ��
 ��� �� ��� ����
 �
�����

+�� ������������ �� ,��%����
� �#�'� �
� �����!�� -�
��* ��� ��
" �� .�!�" ���
��
��	 /0#1 ����� ���� ��
 ��
���� ���������* ���
� ��� ���2������ �
� � 	������!
���* ���������� ��� 
������ �
� �������� ��
 �!! �
����� �� �� ��� "��� �� � ��
�
��!� ��
 3������� �#�'� �� ��� ��� �� 	������! ���2������ �� ��� ��������� ����

40



�� ����� ��	 
���� ���� �� ��� ��������� �� ����� ���� �������� 
����	��� ��� ���
������ ��	��	 �� ����� ��	 
���� ���� ���� ��������� ��� ������ !�� �����
����� "������ ��� #������ $��%& �����'�� ��������� ��� ������ !�� ���� �������
������ �� ���� ��� ����� �� � ������ "� ���� ��� ���� ���� �� '�	 � �������� ��
!�� ��� #������ $��%&� ��	��	 ����� �� �� ��� �� ����

( �����	 ���� �! ��� ����� "�� ���)�����	 �� *���� *����� ��	 
��� �� �+�� "����
��� ���,������ �! ������� ��"�� ������ �����	� ������ ���� �����!� ��� ������ ��	�
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