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Abstract 

 
This thesis consists of seven chapters. 
Chapter  1  is  an  introduction  to  the  infinite  products.  Here  we  provide  a  proof  for 
representing  sine  function  as  an  infinite  product.  This  chapter  also  describes  the 
notation used throughout the thesis as well as the method used to prove the identities. 
Each of the other chapters may be read independently, however some chapters assume 
familiarity with the Jacobi triple product identity. 
Chapter 2  is about  the  Jacobi  triple product  identity as well as  several  implications of 
this identity. 
In Chapter 3  the quintuple product  identity and some of  its special cases are derived. 
Even though there are many known proofs of this  identity since 1916 when  it was first 
discovered,  the  proof  presented  in  this  chapter  is  new.  Some  beautiful  formulas  in 
number theory are derived at the end of this chapter. 
The simplest two dimensional example of the Macdonald identity, A2, is investigated in 
full detail  in Chapter 4.  Ian Macdonald first outlined the proof for this  identity  in 1972 
but omitted many of the details hence making his work hard to follow. 
In  Chapters  5  and  6  we  somewhat  deviate  from  the  method  which  uses  the  two 
specializations  to  evaluate  the  constant  term  and  prove  Winquist's  identity  and 
Macdonald's identity for G2. Some of the work involved in proving G2 identity is new. 
Finally  in Chapter 7 we discuss  the work presented with  some  concluding  remarks as 
well as underlining the possibilities for the future research. 
Throughout the thesis we point to the relevant papers in this area which might provide 
different strategies for proving above identities. 
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1  Introduction 
 
This thesis is about infinite products. We will state and prove some mathematical 

identities  involving  infinite  products.  The multivariate  infinite  products  in  this  thesis 
were first studied by L. Winquist  in 1969 [19]. In 1972, I. G. Macdonald [14] associated 
the  infinite  product  identities with  irreducible  root  systems  and  gave  a  very  general 
method for proving such identities. He also classified such identities into infinite families 
and exceptional cases. Further, D. Stanton in 1989, explicitly [16], detailed the proofs for 
infinite  families.  In  1997,  S.  Cooper  [8]  provided  a  detailed  proof  for    and   
identities, which belong  to  the exceptional cases. For other exceptional cases, namely 

, only Macdonald's proofs exist. 

2G ∨
2G

87644 ,,,, EEEFF ∨

 
1.1  Infinite product representation of the sine function 
 
The simplest function which vanishes on a bilateral arithmetic progression is the 

sine function. This is illustrated by the following theorem. 
 

Theorem 1.1  )(1=sin 2

2

1= n
xxx n −∞ππ  has simple zeros at the integers.  

 
Proof. Let, 

  .
sin

1)(sin=
θ

θ+nUn   (1.1.1) 

Using the trigonometric identity,  ,sincoscossin=)(sin BABABA ++  we get that, 
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sincoscossinsincoscossin= nnnn −++  

  .cos2= 1−nUθ  
Similarly, using the same trigonometric identity we derive, 
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Also, it can be easily checked, using (1.1.1) that,  
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    (1.1.3) 1=0U
and 

  1.=2 −−U   (1.1.4) 
Next,  we  let  where   and  show  that    is  a  polynomial  of 

degree   in   When   (1.1.2) becomes, 
,∗∈Nn .}{0,1,2,3..=∗N nU 2

n .sin2θ 0,=n
    (1.1.5) .)sin4(2= 0

2
22 UUU θ−+ −

Then by (1.1.3), (1.1.4) and (1.1.5), 
   θsin43= 2

2 −U
and  hence    is  a  polynomial  of  degree    in    Next,  assume  that    is  a 

polynomial of degree   in   for 
2U 1 .sin2θ kU 2

k θsin2 .0 nk ≤≤  Consider   By (1.1.2), .1)2( +nU

   .)sin4(2= 222
2

22 −+ −− nnn UUU θ
It follows that   is a polynomial of degree 22 +nU 1+n  in   .sin2θ

We can write   as  nU 2

   ,sin...sinsin= 24
2

2
102 θθθ n

nn ccccU ++++
with the factorization 

   ).sin)...(1sin)(1sin(1= 22
2

2
102 θθθ nn rrrcU −−−

 
 Now, we seek the roots of this equation. From (1.1.1) we see that   when 0=2nU

1),/(2= +± njπθ   , which enables us to further write above factorization as  Z∈j
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In order to determine   we take the limit as ,0c 0→θ . 
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Therefore, 
  1.2=0 +nc  

Putting above results together, 
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Further, we let  1)/(2= +nxπθ  in (1.1.6) and let n  go to  .∞  
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This completes the proof of Theorem 1.1. There are other proofs of this theorem that 
have appeared in the literature. Refer to [2] for the proof involving the Gamma function 
and also [15] where the product for the sine function is derived by integrating a partial 
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fraction for the cotangent. 
 
1.2  Infinite product representation for other functions 
 
We continue our investigation by trying to find a function that vanishes along the 

geometric progression.  Let   be a  complex parameter  such  that q .1<q  Then we  can 

define the theta product analytic on  { }0\C  to be 
   ).)(1(1=);( 11

1=
nn

n qxxqqxf −−∞ −−

It has simple zeros at   ,= nqx 2,...1,0,= ±±n  and an essential singularity at  . Since 
the  theta  product  converges  absolutely  and  uniformly  on  the  compact  subsets  of  a 
complex plane which do not contain the origin, it has a Laurent expansion in the powers 
of 

0=x

x , valid in the annulus  .<<0 ∞x  
In  Chapter  2, we will  show  that  the  explicit  form  of  the  Laurent  expansion  is 

given by, 
   ,)()(=))(1(1 )/22(

=
11

1=
nnn

n
nn

n xqqcqxxq −−− −∞
−∞

−−∞

where 
   .)(1=)( 1

1=
−∞ − j

j qqc
This identity is more commonly written as, 

    (1.2.1) ,)(=))(1)(1(1 )/22(
=

11
1=

nnn
n

nnn
n xqqqxxq −−−− −∞

−∞
−−∞

and is called the Jacobi triple product identity. 
The  Macdonald  identities,  due  to  Ian  Macdonald,  are  multivariate 

generalizations  of  the  Jacobi  triple  product  identity.  When    the  Macdonald 
identities  reduce  to  the Weyl denominator  formulas  for  the  root  systems. Macdonald 
[14]  showed  how  to  associate  and  convert  each  of  the  affine  root  systems  to 
multivariate  infinite  products  and  also  gave  a  general  formula  for  the  multivariate 
Laurent series expansion. We use Macdonald's classification to  list the  irreducible root 
systems below. 

0,=q

  
    • Infinite families:          2;,1 ≥− nAn 3;, ≥nBn 3;, ≥∨ nBn 2;, ≥nCn

2;, ≥∨ nCn      1;, ≥nBCn 4., ≥nDn

 
    • Exceptional cases:    .,,,,,, 8764422 EEEFFGG ∨∨

 
See Macdonald [14] for the definitions of an affine root system and also how to 

associate  infinite  products  to  affine  root  system.  We  will  provide  several  explicit 
examples of the Macdonald identities in Section 1.4. 

 
1.3  Notation 
 
Before  listing some of the examples  let us  introduce standard notation used to 
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represent products. From now on, we will assume  1.<q  
 
Definition 1.2 Let   then, 1,2,3...=n
  
    1.    1;=);( 0qa
 
    2.    );(1=);( 1
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    4.     .);...();();(=);,...,,( 2121 ∞∞∞∞ qaqaqaqaaa nn

  
 
Throughout the thesis these will be refered to as the products to the base of   

Also note when writing   we will drop the dependence on q  and just write  . 
.q

);( qxf )(xf
 
1.4  Examples 
 
Below we list several Macdonald identities and prove them in chapters to follow. 
  
    1.    This corresponds to the Jacobi triple product identity (1.2.1). Written as 

a product to the base of  , 
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    4.    Winquist's identity :2B
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    (3) 1.4.5
  

 
 
1.5  Method of proofs 
 
Our proofs are based on four steps: 
  
    1.  Define function   to be an infinite product. We seek a Laurent series 

expansion for the product. 
f

 
    2.  Consider several functional equations involving   in order to derive the 

recurrence relations between the coefficients. Also, look at the symmetries of   and 
express all non‐zero coefficients in terms of a single one,   

f
f

.0c
 
    3.  Employ the specializations on  . f
 
    4.  Last step involves comparison of the above specializations in order to 

evaluate    .0c
 
Using our method we are able to provide an ouline on how to go about proving 

Macdonald's identities. However, note that many other proofs exist and we will point to 
the papers containing them wherever known. 
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2  Jacobi triple product identity 
 
 
2.1  Introduction 
 
As the name suggests, this identity is due to Jacobi who discovered it in 1829. It 

is  fundamental  in the theory of theta  functions, elliptic  functions and analytic number 
theory.  The  substitution  used  to  evaluate  constant  terms  in  our  proof  is  due  to 
Macdonald [14]. It was made explicit by Cooper [7] and rediscovered by S. Kongsiriwong 
and Z.‐G. Liu [13]. 

 
2.2  Proof of the Jacobi triple product identity 
 
We state the identity as a following theorem, 
 
Theorem 2.1 Let   and 0≠x  1.<q Then, 

   .)(=))(1)(1(1 )/22(
=

11
1=

nnn
n

nnn
n xqqqxxq −−−− −∞

−∞
−−∞

  
 
Next we present the proof. Let, 
   ).)(1(1=);( 11

1=
nn

n qxxqqxf −−∞ −−
The  infinite product  in the definition of   converges on any compact subset of the 
complex  plane  that  does  not  contain  the  origin.  Therefore,    has  a  Laurent  series 

expansion  in the powers of 

)(xf
f

x , valid  in the annulus  .<<0 ∞x  Now we determine the 

coefficients in four steps. 
 
2.2.1  Deriving recurrence relations 
 
Let us consider, 

 
))(1(1
))(1(1=

)(
)(

11

11

1= −−

−−
∞

−−
−−

nn

nn

n qxxq
qxxq

xqf
xf  

  .=
1
1= 1 x

x
x

−
−
−

−  

Therefore, 
  ).(=)( xqxfxf −  

If we substitute the Laurent series into this functional equation we get, 
   .= 1

==
+∞

−∞
∞

−∞ − nn
nn

n
nn xqcxc

Now we equate coefficients of   on both sides to get nx
   .= 1

1
−

−− n
n

n cqc
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We can iterate this recurrence relation to show that any coefficient  , for  , can be 

expressed in terms of  , i.e, 
nc 0>n

0c
   0

21 1))()...()((= cqqqc nn
n −−−− −−

   .1)(= 0
1)/2( cq nnn −−

Further, if   we can rewrite the above recurrence relation to get, 0<n
   .= 1+

−− n
n

n cqc
Iterating this equation gives, 

   0
1 ))...()((= cqqqc nn

n −−− −−−

   0.
1)/2(1)(= cq nnn −−

We see that the same formula applies to the coefficients when   Therefore, 0.<n
    (2.2.1) nnnn

n
nn

n xqcqxxqxf 1)/2(
=0

11
1= 1)(=))(1(1=)( −∞

−∞
−−∞ −−−

and all that is left is to determine   .0c
 
2.2.2  First specialization 
 
Let  ω=x ,  where  /3)(2exp= iπω ,  a  primitive  third  root  of  unity.  From  the 

infinite product defining   we have, f
   ))(1(1)(1=)( 2

1=
nn

n qqf ωωωω −−− ∞

 
)(1
)(1))(1(1)(1= 2

1= n

n
nn

n q
qqq

−
−

−−− ∞ ωωω  

  .2.2.2
)(1
)(1)(1=

3

1= n

n

n q
q

−
−

− ∞ω   (4) 

From the infinite series for   we have, f
   nnnn

n qcf ωω 1)/2(
=0 1)(=)( −∞
−∞ −

  ( 1)/2(3313
=

1)/2(333
=0 1)(1)(= ++∞

−∞
−∞

−∞ −+− nnn
n

nnn
n qqc ω  

  ).2.2.31)( 1)/22)(3(323
=

2 +++∞
−∞ −+ nnn

n qω   (5) 
By expanding the series associated with   we show that it equals zero. Split series into 
two, 

2ω

   .1)(1)( 1)/22)(3(3
1=

1)/22)(3(3
0=

++−∞
−

++∞ −+− nnn
n

nnn
n qq

Now replace n  with   in the second series to get  1−− n
   0.=1)(1)( 2)/231)(3(1

0=
1)/22)(3(3

0=
−−−−−−∞++∞ −+− nnn

n
nnn

n qq
Further replacing   with   in the series associated with n n− ω , we get 

    (2.2.4) .1)()(1=)( 1)/2(33
=0

−∞
−∞ −− nnn

n qcf ωω
Combining (2.2.2) and (2.2.4), 

  .
)(1
)(1=1)(

3

1=
1)/2(33

=0 n

n

n
nnn

n q
qqc

−
−

− ∞−∞
−∞  
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2.2.3  Second specialization 
 
We will now replace   with   and then let   The infinite product gives, q 9q .= 3qx
   ))(1(1=)( 93993

1=
3 nn

n qqqqqf −−∞ −−

 
)(1
)(1))(1(1= 9

9
3969

1= n

n
nn

n q
qqq

−
−

−− −−∞  

  .2.2.5
)(1
)(1= 9

3

1= n

n

n q
q

−
−∞   (6) 

On the other hand the infinite series gives, 
   nnnn

n qqqcqf 31)/2(9
=

9
0

3 1)()(=)( −∞
−∞ −

    (7) .2.2.61)()(= 1)/2(33
=

9
0

−∞
−∞ − nnn

n qqc
Consequently, equating (2.2.5) and (2.2.6), 

  .
)(1
)(1=1)()( 9

3

1=
1)/2(33

=
9

0 n

n

n
nnn

n q
qqqc

−
−

− ∞−∞
−∞   (2.2.7) 

Note  that  in  the  equations  (2.2.6)  and  (2.2.7),  as well  as  in  next  chapter, we  have 
emphasized  the  dependance  on    by  writing    and    since    has  been 

replaced with  . This will also be done in any of the future chapters where necessary. 
q )(0 qc )( 9

0 qc q
9q

 
2.2.4  Evaluating constant term 
 
Since the first and second specialization yield the results with equal series sides 

we can divide the two, getting 

  ,
)(1
)(1=

)(
)( 9

1=9
0

0
n

n

n q
q

qc
qc

−
−∞  

and so, 
   ).(1)(=)(1)( 9

1=
9

01=0
n

n
n

n qqcqqc −− ∞∞

Now, this expression can be iterated to get 
   )(1)(=)(1)(=)(1)( 81

1=
81

0
9

1=
9

01=0
n

n
n

n
n

n qqcqqcqqc −−− ∞∞∞

   ).(1)(=...= 9
1=

9
0

nk

n

k
qqc −∞

By taking a limit as  , ∞→k
   1.=(0)=)(1)( 01=0 cqqc n

n −∞

Combining (2.2.1) and this result for   completes the proof of Theorem 2.1. 0c
 
2.3  Implications of the Jacobi triple product identity 
 
In  this  chapter we will  show  several  interesting  results  that  can be derived by 

manipulating  the  Jacobi  triple  product  identity.  Corollary  2.2  is  due  to  L.  Euler  and 
Corollary 2.3 is due to C. F. Gauss. 
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Corollary 2.2  
   .1)(=)(1 1)/2(3

=1=
−∞

−∞
∞ −− nnn

n
n

n qq
   

 
Proof. We replace  q  with   in Theorem 2.1 and then set 3q qx =  to get 
   .1)(=))(1)(1(1 1)/2(3

=
31333

1=
nnnn

n
nnn

n qqqqqqq ⋅−−⋅−⋅− −∞
−∞

−−∞

With further simplification we get, 
   .1)(=)(1 1)/2(3

=1=
−∞

−∞
∞ −− nnn

n
n

n qq
 

 
Corollary 2.3  
   .1)(21)(=)(1 )/22(

0=
3

1=
nnn

n
n

n qnq +∞∞ +−−
  

 
Proof. We will prove this by observing what happens  if we divide both sides of 

the identity by   and let x−1 x go to 1.  We get, 

  .)(
1

1
lim=))(1)(1(1

1
1

lim )/22(

=1

11

1=1

nnn

nx

nnn

nx
xq

x
qqxxq

x
−

−
−−−

−
−

∞

−∞→

−−
∞

→
 

From the first factor on the product side we can pull out  x−1  term and take the  limit, 
whereas on  the  series  side we need  to do  some manipulation before  taking  the  limit 
using L'Hôpital's rule. It follows, 

  ( ).1)(1)(
1

1
lim=)(1 )/22(

0=
)/22(

1=
1

3
1=

nnnn
n

nnnn
n

x

n
n xqxq

x
q −∞−−∞

→

∞ −+−
−

−  

In the second series on the right hand side we replace n  with  n−1  to get, 

  ( ).1)(
1

1
lim=)(1 1)/22(

1=1

3
1=

nnnnn

nx

n
n xxq

x
q −−

∞

→

∞ −−
−

−  

Next, we apply L'Hôpital's rule and take the limit to get, 
   1).1)(2(1)(=)(1 )/22(

1=
3

1= −−−− −∞∞ nqq nnn
n

n
n

Therefore, 
   .1)(21)(=)(1 )/22(

0=
3

1=
nnn

n
n

n qnq +∞∞ +−−
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3  Quintuple product identity 
 
 
3.1  Introduction 
 
The quintuple product  identity has received much attention and various proofs 

of it have appeared. It can be traced back to 1916, when it appeared in R. Fricke's book 
[11].  Around  the  same  time  S.  Ramanujan  stated  the  identity,  but  this  was  not 
discovered until about 70 years later. The identity was first studied, applied and written 
about by G. N. Watson [18] in 1929, while proving Ramanujan's theorems on continued 
fractions. He stated the identity in the following form, 

   ))(1)(1)(1)(1(1 23102710451155
1= xqxqxqxqq nnnnn

n
−−−−−−∞ −−++−

    (8) 3.1.11)(1)(= 311)/22)(3(5
=

31)/2(15
=

nnnm
n

nnnn
n xqxq −−−∞

−∞
+∞

−∞ −+−
 

For  the complete summary of known proofs  for  the quintuple product  identity 
refer to Cooper [9]. The proof we are about to give is new. It is based on a proof by H. C. 
Chan [4]. 

 
3.2  Proof of the quintuple product identity 
 
In this chapter a complete proof of the quintuple product identity is given. 
 
Theorem 3.1 For   and 0≠x 1,<q  

   ))(1)(1)(1)(1(1 12212211
1=

−−−−−∞ −−−−− nnnnn
n qxqxqxxqq

    (9) ).3.2.1(= 3131)/2(3
=

nnnn
n xxq −−∞

−∞ −
  

 
Proof. Let 
   ).)(1)(1)(1(1=)( 12212211

1=
−−−−−∞ −−−− nnnn

n qxqxqxxqxf
 

Then   has a Laurent series expansion f
   ,)(=)( =

n
nn xqcxf ∞

−∞

 
valid in the annulus  ∞<<0 x . 
 
3.2.1  Deriving recurrence relations 
 
We begin by considering the first functional equation for   Observe that .f
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))(1)(1)(1(1
))(1)(1)(1(1=

)(
)(

32212211

12212211

1= −−+−−

−−−−−
∞

−−−−
−−−−

nnnn

nnnn

n qxqxqxxq
qxqxqxxq

xqf
xf  

 
))(1(1

))(1(1= 121

2

−−− −−
−−

qxx
qxx  

  qx3=  
This functional equation implies a relationship between the coefficients   We write, .nc

   .= =
3

=
nn

nn
n

nn xqcqxxc ∞
−∞

∞
−∞

Equating the coefficients of   on both sides gives the following recurrence relation, nx
   .= 2

3
−

−
n

nn qcc
Therefore, any coefficient   can be expressed in terms of one of the three coefficients 

or   More precisely, 
nc

10 , cc .2c
   ,=))...()((= 0

1)/2(3
0

5323
3 cqcqqqc nnnn
n

−−−

   ,=))...()((= 1
1)/2(3

1
24313

13 cqcqqqc nnnn
n

+−−
+

    (10) ,3.2.2=))...()((= 2
1)/2(3

2
3333

23 cqcqqqc nnnn
n

+−
+

for   Now, when   we replace   with 0.>n 0<n n n−3  and write  the above recurrence 
relation as 

   .= 3
1

+
−−

n
n

n cqc
Further,  

   ,=))...()((= 0
1)/2(3

0
24313

3 cqcqqqc nnnn
n

−−−−−

   ,=))...()((= 1
1)/2(3

1
15323

13 cqcqqqc nnnn
n

+−−−
−

   ,=))...()((= 2
1)/2(3

1
06333

23 cqcqqqc nnnn
n

+−−−−
−

Then we see that all of the negative coefficients can be written  in terms of one of the 
three  coefficients  or    Thus  (3.2.2)  holds  for  all    and we  obtain  the  series 

expansion for    
10 , cc .2c n

,f

    (3.2.3) .=)( 23)32(3
=2

13)/22(3
=1

3)/22(3
=0

++∞
−∞

++∞
−∞

−∞
−∞ ++ nnn

n
nnn

n
nnn

n xqcxqcxqcxf
This completes the first part of the calculation. 

Next, we derive the second recurrence relation between the coefficients of  , 
that will  enable  us  to  reduce  the  above  sum  of  the  three  infinite  series  to  just  one 
infinite series. Observe that, 

f

 
))(1)(1)(1(1
))(1)(1)(1(1=

)(
)(

12212211

12212211

1=1 −−−−−

−−−−−
∞

− −−−−
−−−−

nnnn

nnnn

n qxqxxqqx
qxqxqxxq

xf
xf  

  .=
)(1

)(1= 1 x
x
x

−
−
−

−  

Then, 
   .= ==

n
nn

n
nn xcxxc −∞

−∞
∞

−∞ −
From the above functional equation we get the second recurrence relation. Equating the 
coefficients of   on both sides, nx
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  nn cc −− 1=  
 

When    . Also when   0,=n 10 = cc − 2,=n .= 12 −−cc  However, from (3.2.2) we see 

that by letting  1= −n  we get   Further, this implies that   and therefore 

 Now (3.2.3) reduces to, 
.= 21 cc− 22 = cc −

0.=2c
    (3.2.4) ).()(=)( 3131)/2(3

=0
nnnn

n xxqqcxf −−∞
−∞ −

Next, we symmetrize   by writing it as a difference of the two series. f
  [ ].)(=)( 311)/2(3

=
31)/2(3

=0
nnn

n
nnn

n xqxqqcxf −−∞
−∞

−∞
−∞ −  

By replacing   with   in the second sum and only rearranging the terms in the first 
sum we get, 

n 1+n

   ))(1)(1)(1(1=)( 12212211
1=

−−−−−∞ −−−− nnnn
n qxqxqxxqxf

  ( ) ( ) ])[(= 2)(3232)/2(3
=

332)/2(3
=0

+−++∞
−∞

−+∞
−∞ − nnnn

n
nnnn

n xqqxqqqc  

 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+∞
−∞

233

2)/2(3
=0 )(=

nn

nn
n x

q
q
xqqc   (3.2.5) 

 
This  symmetric  form  of   will  be  needed  later. We will  now  employ  two 

specializations in order to determine   
)(xf

.0c
 
3.2.2  First specialization 
 
Let  ,= ω−x  where  /3)(2exp= iπω  is a primitive third root of unity. Now, 
   ))(1(1))(1(1)(1=)( 12122

1=
2

1=
−−∞∞ −−+++− nn

n
nn

n qqqqf ωωωωωω

 
)(1

))(1)(1(1)(1=
2

1= n

nnn

n q
qqq

+
+++

+ ∞ ωωω  

 
)(1

))(1)(1(1
12

1212212

1= −

−−−
∞

−
−−−

× n

nnn

n q
qqq ωω  

 
))(1(1
))(1(1)(1= 12

363

1= −

−
∞

−+
−+

+ nn

nn

n qq
qqω  

  ,3.2.61= ω+   (11) 
 

because, 

 
)(1
)(1))(1(1=))(1(1 12

1=
12

1= n

n
nn

n
nn

n q
qqqqq

−
−

−+−+ −∞−∞  

 
)(1

))(1(1=
122

1= n

nn

n q
qq

−
−− −

∞  

  1,=
)(1
)(1= 1= n

n

n q
q

−
−∞  
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and similarly, 
   1.=))(1(1 363

1=
−∞ −+ nn

n qq
 

Also using (3.2.4), 
    (3.2.7) .1)()()(1=)( 1)/2(3

=0
nnn

n qqcf −+− −∞
−∞ωω

 
Replacing   with   and combining (3.2.6) and (3.2.7), q 4q
    (3.2.8) nnn

n qqc 1)()(=1 1)(32
=

4
0 −−∞

−∞

 
 
3.2.3  Second specialization 
 
Now we let  qix =  in (3.2.5). The product side is, 

  ))(1)(1)(1(1=)( 22211
1=

−−−∞ +++− nnnn
n qqqqiqqiqif  

   2212
1= ))(1(12= nn

n qq ++ −∞

 
)(1
)(1))(1(12= 2

1= n

n
nn

n q
qqq

−
−

++∞  

  .3.2.9
)(1
)(12=

4

1= n

n

n q
q
−
−∞   (12) 

The series side becomes, 
  ( )2332)/2(3

=0 )(=)( −−+∞
−∞ − nnnn

n iiqqcqif  

  )
2

()(2=
3434

2)/2(3
=0

nnnn
nn

n
iiiiqqc
−−

+∞
−∞

+  

  )
2

()(2=
/2/2

2)/2(3
=0

nini
nn

n
eeqqc

ππ −
+∞

−∞
+  

  )3.2.10
2

(cos)(2= 2)/2(3
=0

πnqqc nn
n

+∞
−∞   (13) 

Since  0=)
2

(cos πn
 for   odd, we replace   with n n m2−   in the above series expression 

and equate it to (3.2.9), 

  .1)()(=
)(1
)(1 1)(32

=0

4

1=
mmm

mn

n

n qqc
q
q

−
−
− −∞

−∞
∞   (3.2.11) 

 
 
3.2.4  Evaluating constant term 
 
Observe  that  the  series  sides  in  (3.2.8)  and  (3.2.11)  are  identical.  Therefore, 

dividing (3.2.11) by (3.2.8) gives, 
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  .
)(
)(=

)(1
)(1

4
0

0
4

1= qc
qc

q
q

n

n

n −
−∞  

 
Then we rearrange the terms and iterate, 

  )(
)(1
)(1=)( 4

0

4

1=0 qc
q
qqc n

n

n −
−∞  

  )(
)(1
)(1= 16

0

16

1= qc
q

q
n

n

n −
−∞  

  )(
)(1

)(1=
22

0

)2(2

1=

k

n

nk

n qc
q

q
−

−∞  

 
Taking the limit as   and using the fact that   ∞→k 1,=(0)0c
   .)(1=)( 1

1=0
−∞ − n

n qqc
 

This completes the proof. 
 
3.3  Implications of the quintuple product identity 
 
Since  the motivation  for  the  above  proof  came  from  Chan's  [4]  proof  in  this 

chapter we first show that the form used here and in Chan's paper are equivalent. Then 
we state two corollaries which are proved using the quintuple product identity. 

Observe that if we replace  x  with   and   with   in Theorem 3.1 we get, qx 1− q 2q
   ))(1)(1)(1)(1(1 44242121212

1=
−−−−−∞ −−−−− nnnnn

n qxqxxqqxq
   ).(= 3113331)(3

=
nnnnnn

n qxqxq −−−−∞
−∞ −

Next we  shift    on  the  product  side  so  that  it  ranges  between    and  ,  and  also 
replace   with   on the sum side. Now, 

n 0 ∞
n n−
   ))(1)(1)(1)(1(1 442421211222

0=
+−+−++∞ −−−−− nnnnn

n qxqxqxxqq

    (14) ).3.3.1(= 13133323
=

+−−−+∞
−∞ − nnnnnn

n qxqxq
 

Thus we get the quintuple product identity form stated by Chan [4] 
 
Corollary 3.2  

  1).(6=
)(1
)(1 1)/2(3

=22

5

1= +
−
− +∞

−∞
∞ nq

q
q nn

nn

n

n  

  
 
Proof. We will start with the equation (3.2.1) and replace  x  with   and then 

replace   with   on the series side to get, 

1−x
n n−
   ))(1)(1)(1)(1(1 12212211

1=
−−−−−∞ −−−−− nnnnn

n qxqxxqqxq
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   ).(= 1331)/2(3
=

−−+∞
−∞ − nnnn

n xxq
First, we will rewrite the product side as, 

 
)(1
)(1))(1)(1)(1(1)1(1 22

22
1221

1= n

n
nnnn

n qx
qxqxxqqxq

x −
−

−−−−− −−∞  

 
)(1
)(1)(1 22

22
122

1= n

n
n

n qx
qxqx −

−
−−∞

−
−

−×  

    (15) ).3.3.2(= 1331)/2(3
=

−−+∞
−∞ − nnnn

n xxq
 

 Next, we divide both sides of  (3.3.2) by  1)( −x  and  take  the  limit as    to 
get, 

1→x

  ).(
1)(

1
lim=

)(1
)(1 1331)/2(3

=1
22

5

1=
−−+

∞

−∞→

∞ −
−−

− nnnn

nx
n

n

n xxq
xq

q  

On the series side we apply L'Hôpital's rule once to get, 

  1).(6=
)(1
)(1 1)/2(3

=22

5

1= +
−
− +∞

−∞
∞ nq

q
q nn

nn

n

n  

This completes the proof of the first corollary. 
 
Corollary 3.3  

  1).(31)(=
)(1
)(1 223

=2

52

1= +−
−
− +∞

−∞
∞ nq

q
q nnn

nn

n

n  

  
 
Proof. We will  start  by  replacing  x   by    in  (3.3.1)  and  shifting  the  infinite 

product so that it starts at  . This gives, 

1−x
1=n

   ))(1)(1)(1)(1(1 42442121122
1=

nnnnn
n qxqxqxxqq −−−−− −−−−−∞

   )(= 13133323
=

++−−+∞
−∞ − nnnnnn

n qxqxq

  . = 131423
=

3223
=

+++∞
−∞

−−∞
−∞ − nnn

n
nnn

n xqxq
We have now split the series into two and will replace   with n 1−n  in the second series, 
and then combine them back together to get 

   ))(1)(1)(1)(1(1 42442121122
1=

nnnnn
n qxqxqxxqq −−−−− −−−−−∞

   23223
=

3223
== −−∞

−∞
−−∞

−∞ − nnn
n

nnn
n xqxq

   ).(= 233223
=

−−−∞
−∞ − nnnn

n xxq
Replacing   with   in the series, n n−

   ))(1)(1)(1)(1(1 44242121122
1=

−−−−−∞ −−−−− nnnnn
n qxqxqxxqq

   ).(= 233223
=

−−+∞
−∞ − nnnn

n xxq
Next we rearrange the product, 

   ))(1)(1)(1)(1(1)(1 4242121122
1=

2 nnnnn
n qxqxqxxqqx −−−−∞− −−−−−−
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   ))(1)(1)(1)(1(1)(1= 22121122
1=

2 nnnnn
n xqxqqxxqqx +−−−−− −−−∞−

   ))(1(1 2121 nn qxqx −− +−×
Further, 

   ))(1)(1)(1)(1(1)(1= 21212
1=

2 nnnnn
n qxxqqxxqqx −−∞− ++−−−−

 
)(1
)(1))(1(1)(1= 2

1=
2

n

n
nn

n xq
xqxqqx

+
+

−−− ∞−  

  ))(1(1
)(1
)(1)(1 212

1

1
1 nn

n

n
n qxxq

qx
qxqx −

−

−
− ++

+
+

−×  

 
))(1(1

))(1)(1)(1)(1(1)(1= 212

212222

1=
2

nn

nnnnn

n qxxq
qxxqqxqxqx −

−−
∞−

++
++−−−

−  

   ).(= 233223
=

−−+∞
−∞ − nnnn

n xxq
This is the final form in which we divide both sides by   and let  . Applying 
L'Hôpital's rule once on the series side we get, 

21 −− x 1−→x

  1).(31)(=
)(1
)(1 223

=2

52

1= +−
−
− +∞

−∞
∞ nq

q
q nnn

nn

n

n  

For further discussion on the two corollaries refer to [9]. 
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4  Macdonald identity for   2A
 
 
4.1  Introduction 
 
As  it can be seen  from  the  list  in Chapter 1,    is  the  identity associated with 

one  of  the  irreducible  root  systems.  It  is  the  simplest  two  dimensional  example  of 
Macdonald's identity. It is also important in the sense that the result of this identity has 
been used to prove other identities. For example, Cooper [8] used   identity to prove 

the Macdonald  identity for   For a proof different to the one presented  in the next 
section refer to Cooper [5]. 

2A

2A
.2G

 
4.2  Proof of   identity 2A
 
In  this chapter we will provide a complete proof of  the Macdonald  identity  for 

 The identity is stated in the following theorem. .2A
 
Theorem 4.1 For  0,, 321 ≠xxx  and  1,<q  

  2

2

3

3

21

1

3

3

11

1

2

2

11
1= ))(1)(1)(1)(1)(1)(1(1 nnnnnnn

n q
x
xq

x
xq

x
xq

x
xq

x
xq

x
xq −−−−−−− −−−∞  

  ).(1= 31
33

3
23

2
13

1
33221)2

3
2
2

2
1(

2
3

0=321

jm

j

im
i

ji
mmmmmmmmm

mmm qx

qxxxxq −≤≤≤

+++++

++

 

  
 
Proof. Let, 
 

).)(1)(1)(1)(1)(1(1=),,(
2

3

3

21

1

3

3

11

1

2

2

11
1=321 x

xq
x
xq

x
xq

x
xq

x
xq

x
xqxxxf nnnnnn

n −−−−−− −−−∞   (4.2.1) 

Since    is analytic  in each of    in  the region ),,( 321 xxxf 321  , , xxx ∞< , ,<0 321 xxx  and 

hence it has a Laurent expansion of the form, 
   .),,(=),,( 3

3
2

2
1

1321

0=321

321
mmm

mmm

xxxmmmcxxxf
++

Note, the condition   arises because   is homogeneous of order   i.e., 0=321 mmm ++ f 0,
),,(=),,( 321321 xxxfxxxf λλλ ,  for  all  {0}�C∈λ ,  where    is  the  set  of  complex 

numbers. 
C

 
4.2.1  Deriving recurrence relations 
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Observe that  in the  following calculation all the terms which do not  involve   
cancel out and hence we get, 

1x

 
))(1)(1)(1(1

))(1)(1)(1(1
=

),,(
),,(

1

3

3

11

1

2

2

11

1

31

3

1

1

21

2

1

1=
321

321

x
xq

x
xq

x
xq

x
xq

x
xq

x
xq

x
xq

x
xq

xxxf
xxqxf

nnnn

nnnn

n

−−−−

−−−−

−−

−−

∞  

  .=
))(1(1

))(1(1
= 2

1

32

3

1

2

1

1

3

1

2

x
xx

x
x

x
x

x
x

x
x

−−

−−
 

Similarly it can be derived that,  

  2
2

31

321

321 =
),,(
),,(

qx
xx

xxxf
xqxxf  

and 

  .=
),,(
),,(

2
3

2
21

321

321

xq
xx

xxxf
qxxxf  

By  equating  the  coefficients  of    in  the  above  three  equations we  get  the 

following three recurrence relations respectively, 

3
3

2
2

1
1

mmm xxx

    (16) 1)4.2.21,2,(=),,( 321
21

321 ++−− mmmcqmmmc m

    (17) 1)4.2.32,1,(=),,( 321
12

321 +−+− mmmcqmmmc m

    (18) 2)4.2.41,1,(=),,( 321
3

321 −++ mmmcqmmmc m

Next we combine (4.2.2) and (4.2.3) to get, 
   1).2,1,(=1)1,2,( 321

12
321

21 +−+++− −− mmmcqmmmcq mm

We  use  substitutions  1=2,= 2211 +− mimi   and  1.= 33 +mi   Then  the  above  equation 

becomes, 
    (4.2.5) ).3,3,(=),,( 321

212
321 iiicqiiic ii −+−−

Similarly if we combine (4.2.2) and (4.2.4) and use the same subtitutions we derive, 
    (4.2.6) 3).,3,(=),,( 321

113
321 −+−− iiicqiiic ii

When  combining  (4.2.3)  and  (4.2.4)  we  use  a  different  substituions, 
 and 2=1,= 2211 −+ mimi 1,= 33 +mi  to get, 

    (4.2.7) 3).3,,(=),,( 321
223

321 −+−− iiicqiiic ii

We have now converted a set of  the  three  recurrence relations  into a new set where 
each  relation manipulates only  two of  the  variables  and  fixes  the  third one. Then  let 

    and ,3= 111 eki + 222 3= eki + ),()3(== 2121213 eekkiii +−+−−−   where 

 and 112,0 21 ≤≤−≤≤ ee 0.2 3 ≤≤− e  
(4.2.5) becomes, 
   ).,1),3(1)(3(=),,3(3 32211

4)21()213(
32211 iekekcqiekekc eekk +++−++ −−+−
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Iterating this equation   times we get, 1k

    (4.2.8) ).,),3((=),,3(3 32211
1)21(1213

32211 iekkecqiekekc eekkk ++++ −−+−

Next we let   and use equation (4.2.7). Then, 21= kkk' +

   ).1)3(,1),3((=)3,,3( 2121
42216

2121 eekekecqeekekec ''ee'k'' −−−−+−−−−+ −++

Iterate this equation   times to get, 'k

    (4.2.9) ).,,(=)3,,3( 2121
42211)(3

2121 eeeecqeekekec
'ke'ke'k'k'k'' −−−−−+ −+++

Combining (4.2.8) and (4.2.9) we get, 
  ))3(,,3(3 21212211 eekkekekc −−+−++  

   ).,,(= 2121
22212211122122132

232
13 eeeecq ekekekekkkkkkk −−++++−−++

If we define   and   by 3e 3k 0=321 eee ++  and  0=321 kkk ++ , then the above equation 

simplifies to  
  ),3,3(3 332211 ekekekc +++  

  ).,,(= 321
33221133221)3

3
2
2

2
1(

2
3

eeecq
ekekekkkkkkk ++++++++

 
Now,  we  have  reduced  our  task  of  determining  infinitely  many  coefficients  to 
determining only 9, namely   with ),,,( 321 eeec 20 1 ≤≤ e ,  11 2 ≤≤− e  and   

We  now  consider  two  new  functional  equations  and  show  that  6  out  of  9  listed 
coefficient can all be written as 

0.=321 eee ++

(0,0,0)c±  and that other 3 are equal to zero .  Observe 
that, 

 
2

1

2
1

1

1
21

312

321 =
)(1
)(1=

),,(
),,(

x
x

xx
xx

xxxf
xxxf

−
−
−

−

−

 

and 

  .=
)(1
)(1=

),,(
),,(

3

2

3
1

2

1
32

231

321

x
x

xx
xx

xxxf
xxxf

−
−
−

−

−

 

These two functional equations respectively  imply the following relations between the 
coefficients, 

  )1,1,(=),,( 312321 kkkckkkc −+−   (4.2.10) 
and 

  1).1,,(=),,( 231321 −+− kkkckkkc   (4.2.11) 
Next, starting with   we apply (4.2.10) and (4.2.11) alternatively to get, (0,0,0)c

  1).(0,1,=1)1,(2,=2)(2,0,=2)(1,1,=1,0)(1,=(0,0,0) −−−−−−−− cccccc  
On the other hand using (4.2.10), 

  0,=1,1)(0,=1,1)(0, −−− cc  
  0=1)(1,0,=1)(1,0, −−− cc  

and 
  0.=3)(2,1=3)(2,1, −−− cc  

Using these results about the coefficients we write, 

  21



  33221)2
3

2
2

2
1(

2
3

0=321

0321 )(=),,(
kkkkkk

kkk

qqcxxxf
+++++

++

 

   2133
3

123
2

113
1

33
3

23
2

13
1( kkkkkkkk qxxxxxx −−+−×

   3212233
3

23
2

213
1

3221233
3

123
2

113
1

kkkkkkkkkkk qxxxqxxx −−+−+−++ −+

   )32133
3

123
2

13
1

3212133
3

123
2

213
1

kkkkkkkkkkk qxxxqxxx −−+−−−−+ −+

  33
3

23
2

13
1

33221)2
3

2
2

2
1(

2
3

0=321

0 )(= kkkkkkkkk

kkk

xxxqqc
+++++

++

 

   32122
3

2
1

32212
321

211
21(1 kkkkkkk qxxqxxxqxx −−−+−−− −+−×

   )321
32

32121
3

1
2

2
1

kkkkk qxxqxxx −−−−−− −+

  33
3

23
2

13
1

33221)2
3

2
2

2
1(

2
3

0=321

0 )(= kkkkkkkkk

kkk

xxxqqc
+++++

++

 

  ).(13<1 jk

j

ik
i

ji
qx

qx
−× ≤≤  

 
Using  the Weyl denominator  formula and writing   as    (to coincide with 

Theorem 4.1), 
sk'

i sm'
i

  33
3

23
2

13
1

33221)2
3

2
2

2
1(

2
3

0=321

0321 )(=),,( mmmmmmmmm

mmm

xxxqqcxxxf
+++++

++

 

    (19) .4.2.12)()()( 333
3

222
2

111
13

−−−
∈× σσσ

σ σ mmm
S qxqxqxsgn

 
 
4.2.2  First specialization 
 
Next we employ the first of the two specializations on (4.2.12). 
Replace     and   with     and   respectively, where ,1x 2x 3x ,it ti2 ti3 /2),(exp= ii π  the 

fourth root of unity. Also, let  321
2
3

2
2

2
1 32)(

2
3=)( mmmmmmmQ +++++  then, 

  392613)(

0=321

0
32 )(=),,( mmmmQ

mmm

iqqctitiitf ++

++

 

   .1433221)33221(332211
3

−++++−++
∈× σσσσσσ

σ σ iqsgn mmmmmm
S

The group   has 6 members, which represent the 6 permutations of the 3 elements. 

These  permutations  are: 
3S

(1,2,3),=),,( 321 σσσ           and 

 Below we substitute these permutations into   and write, 
(1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2)

(3,2,1). f
   (2,1,3)(1,3,2)(1,2,3)

32 =),,( ffftitiitf −−
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   ,(3,2,1)(3,1,2)(2,3,1) fff −++

where 
   ,)(= 392613)3,2,1(

0=321

0(1,2,3)
mmmmmmQ

mmm

iqqcf ++

++

   ,)(= 1362913)3,2,1(

0=321

0(1,3,2)
−++

++

− mmmmmmQ

mmm

iqqcf

   ,)(= 1392316)3,2,1(

0=321

0(2,1,3)
−++

++

− mmmmmmQ

mmm

iqqcf

   ,)(= 3362319)3,2,1(

0=321

0(2,3,1)
−++

++

mmmmmmQ

mmm

iqqcf

   ,)(= 3332916)3,2,1(

0=321

0(3,1,2)
−++

++

mmmmmmQ

mmm

iqqcf

   .)(= 332619)3,2,1(

0=321

0(3,2,1)
mmmmmmQ

mmm

iqqcf ++

++

−

Further simplifying   we get, ),,( 32 titiitf
   ),,()(=),,( 321

)3,2,1(

0=321

0
32 mmmHqqctitiitf mmmQ

mmm ++

where, 
   13923161362913392613

321 (=),,( −++−++++ −− mmmmmmmmm iiimmmH

   )33261933329163362319 mmmmmmmmm iii ++−++−++ −++
Since,  , we need  to  consider 16 different  cases  for   and   The 16 

cases correspond to   and are presented in the table below 
213 = mmm −− 1m .2m

4)(0,1,2,3=, 21 modmm
  iiiiiiccccc 004420000340100440012304|||||| −−−  

These  results  can  be  verified  by  sustituting  appropriate  values  for    and    into 
  where 

1m 2m
),,,( 321 mmmH 213 = mmm −− .  It  can  be  observed  that 

  and  4) ( 2 4), ( 1 21 modmmodm ≡≡ 4) ( 33 modm ≡   all  separately  imply  that 

 Also when 0.=),,( 321 mmmH 31 ≡m  and 0 2 ≡m  and  0.=),,( 4), ( 1 3213 mmmHmodm ≡  

Substituting other values  for   and   gives 1m 2m immmH 4=),,( 321 ± . We  therefore use 

this to write, 
   2)3,422,41(4)3,42,41(4

0=321

0
32 [)(4=),,( −+

++

− mmmQmmmQ

mmm

qqqictitiitf

   4)31,423,41(43)31,422,41(4 −++−++ −+ mmmQmmmQ qq

    (4.2.13) ]6)33,423,41(43)33,42,41(4 −++−+ +− mmmQmmmQ qq
 

Body Math We return to the product representation of   and use the 

same substitution as for the series. Note that when writing out the product we use the 

),,( 321 xxxf
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compact notation described in Section 1.3. 
   ∞−−−− );,,1,,,(=),,( 32 qqiiqqiititiitf
   222 );();,1)((1)(1= ∞∞ −−++ qqqqiqii
    (20) 4.2.14);();(4= 2222

∞∞ −− qqqqi
Equating the series and product shown in (4.2.13) and (4.2.14) respectively, 

   2)3,422,41(4)3,42,41(4

0=321

0
2222 [)(=);();( −+

++

∞∞ −−− mmmQmmmQ

mmm

qqqcqqqq

   4)31,423,41(43)31,422,41(4 −++−++ −+ mmmQmmmQ qq

    (4.2.15) ],6)33,423,41(43)33,42,41(4 −++−+ +− mmmQmmmQ qq
where, 

  .32)(
2
3=),,( 321

2
3

2
2

2
1321 mmmmmmmmmQ +++++  

 
 
4.2.3  Second specialization 
 
In the second specialization we replace       and   with   and   

respectively.  Same  as  in  the  first  substitution  we  let 

,q ,1x 2x 3x 4816 , , tqtqq t

321
2
3

2
2

2
1 32)(

2
3=)( mmmmmmmQ +++++ . Then the product side becomes, 

   ∞);,,,,,(=),,( 161248812448 qqqqqqqttqtqf

  .4.2.16
);(
);(=

);(
);();,,(= 21616

244

21616

216162161284

∞

∞

∞

∞∞

qq
qq

qq
qqqqqq

  (21) 

 
With the above substitution the series side is, 

   348232116)2
3

2
2

2
124(

0=321

16
0

48 )(=),,( mmmmmm

mmm

qqcttqtqf +++++

++

   33316224216118116
3

212124 )()()( −−+−+
∈

+× σσσ
σ σ mmm

S
mm qqqsgnq

We let 
33316224216118116 )()()(=)( −−+−+ σσσσ mmm qqqsgnmP  and observe what happens when 

we substitute 6 elements of   separately. 3S

  212124
321 =)((1,2,3)=),,( mmqmP +⇒σσσ  

 
4316228124

321 =)((1,3,2)=),,( +−+−⇒ mmmqmPσσσ  

 
424140

321 =)((2,1,3)=),,( +−−⇒ mmqmPσσσ  

 
12332228140

321 =)((2,3,1)=),,( +−+⇒ mmmqmPσσσ  

 
1231624156

321 =)((3,1,2)=),,( +−−⇒ mmmqmPσσσ  

  .=)((3,2,1)=),,( 16332212156
321

+−+−⇒ mmmqmPσσσ  
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Combining the 6 expressions  for  )(mP  together and multiplying through by   
gives, 

212124 mmq +

   348244140)2
3

2
2

2
124(

0=321

16
0

48 [)(=),,( mmmmmm

mmm

qqqcttqtqf ++++

++

   1231626015643482281564332260140 +++++++++ +−− mmmmmmmmm qqq

    (4.2.17) ]1631624417212332228172 ++++++ −+ mmmmmm qq
Combining the equations (4.2.16) and (4.2.17), 

  348244140)2
3

2
2

2
124(

0=321

16
021616

244

[)(=
);(
);( mmmmmm

mmm qqqc
qq
qq ++++

++
∞

∞  

   1231626015643482281564332260140 +++++++++ +−− mmmmmmmmm qqq

    (4.2.18) ]1631624417212332228172 ++++++ −+ mmmmmm qq
Interestingly, we can write (4.2.18) as, 

 
6)33,423,41(4)3,42,41(4

0=321

16
021616

244

[)(=
);(
);( −++

++
∞

∞ + kkkQkkkQ
mmm qqqc

qq
qq  

   3)31,422,41(44)31,423,41(4 −++−++ +− kkkQkkkQ qq

    (4.2.19) ]3)33,42,41(42)3,422,41(4 −+−+ −− kkkQkkkQ qq
 

 
4.2.4  Evaluating constant term 
 
Observe  that  the  series  in  (4.2.15)  and  (4.2.19)  are  equal.  Therefore, we  can 

divide the equation (4.2.15) by the equation (4.2.19) to get, 

  .
)(

)(=
);();(
);();(

16
0

0
21616244

2222

qc
qc

qqqq
qqqq

−
∞∞

∞∞ −−  

Then 

  )(
);(

);(
);();();();(

=)( 16
0244

2

2
222221616

0 qc
qq

qq
qqqqqqqq

qc
∞

∞

∞
∞∞∞ −−

 

  ).(
);(

);(= 16
02

21616

qc
qq
qq

∞

∞  

Iterating this equation, 

  0,1,2...=for)(
);(

);(=)(
);(

);(=)(
42

02

24242
256

02

2256256

0 kqc
qq
qqqc

qq
qqqc

k
kk

∞

∞

∞

∞  

Now, we take the limit as   and take into account that   to get, ∞→k 1=(0)0c
   .);(=)( 2

0
−
∞qqqc

Combining (4.2.1) with the above equation for   ,0c
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  ∞);,,,,,,,(
2

3

3

2

1

3

3

1

1

2

2

1 qqq
x
qx

x
x

x
qx

x
x

x
qx

x
x  

  )(1= 31
33

3
23

2
13

1
33221)2

3
2
2

2
1(

2
3

0=321 jm

j

im
i

ji
mmmmmmmmm

mmm
qx

qxxxxq −× ≤≤≤

+++++

++  

which completes the proof of theorem 4.1. 
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5  Winquist's identity 
 
 
5.1  Introduction 
 
This  identity  is due  to Winquist  [19], who discovered  it  in 1969. He used  it  to 

prove  Ramanujan's  partition  congruence  11)(06)(11 modnp ≡+ ,  where    is  the 
partition  function which  gives  a  number  of ways  of writing  the  integer  as  a  sum  of 
positive integers, where the order of addends is not considered significant. 

)(np

 
Example 5.1 Since  4  can be written as 
   4=4
  22=13= ++  
  1111=112= +++++  

it follows that    5.=(4)p
 
 
Example 5.2 In this example we look at the above mentioned Ramanujan's 

partition congruence when  , i.e. we seek     can be written as 0=n (6).p 6
   6=6
  24=15= ++  
   33=114= +++
  113=123= ++++  
  1122=222= +++++  
  1.11111=11112= +++++++++  

Therefore it follow that  11).(011=(6) modp ≡   
 
 
5.2  Proof of Winquist's identity 
 
We state Winquist's identity in the following theorem. 
 
Theorem 5.3 For   and 0, ≠yx 1,<q  

   ))(1)(1)(1(1)(1 11112
1=

nnnnn
n qyyqqxxqq −−−−∞ −−−−−

   ))(1)(1)(1(1 111111 nnnn yqxqxyqyxxyq −−−−−− −−−−×

  nmnmnm

nm yxq 33)3232(3
2
1

=
−−+

 
    (22) ),5.2.1)(1)(1)(1(1 1 nmnmnm qxyxyqyqxq −−+ −−−−×

where   and   on the series side range over all integers satisfying    m n 2).(0 modnm ≡+
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Proof. Let 
   ))(1)(1)(1(1=),( 1111

1=
nnnn

n qyyqqxxqyxf −−−−∞ −−−−

   ).)(1)(1)(1(1 111111 nnnn yqxqxyqyxxyq −−−−−− −−−−×
    (23) 5.2.2

Then   has a Laurent series expansion f

   ,)(=),( ,==
nm

nmnm yxqcyxf ∞

−∞
∞

−∞

valid in the annulus  ∞<||,<0 yx . 
 
5.2.1  Deriving recurrence relations 
 
As  it can be seen   has been defined as a function of two variables. Similar to 

the proof of the Jacobi triple product identity we look at functional equations involving 
 but here we consider symmetry  in both variable 

f

f x  and   Below  is the  first set of 
functional equations. 

.y

 
))(1)(1)(1(1
))(1)(1)(1(1=

),(
),(

1111

1111

1= nnnn

nnnn

n qyyqqxxq
qyyqqxxq

yxqf
yxf

−−−−

−−−−
∞

−−−−
−−−−  

 
))(1)(1)(1(1
))(1)(1)(1(1

111111

111111

−−−−−−

−−−−−−

−−−−
−−−−

× nnnn

nnnn

yqxqxyqyxxyq
yqxqxyqyxxyq  

 
))(1)(1(1

))(1)(1(1= 1111

1

yxyxx
xyxyx

−−−−

−

−−−
−−−  

    (24) 5.2.3= 3x−
Similarly, 

  .=
),(
),( 3qy

yqxf
yxf

−   (5.2.4) 

These functional equations respectively  imply the following two relations between the 
coefficients   We write, .,nmc

   mnm
nmnm

nm
nmnm qyxcxyxc ,==

3
,== =

∞

−∞
∞

−∞
∞

−∞
∞

−∞ −

and 
   .= ,==

3
,==

nnm
nmnm

nm
nmnm qyxcqyyxc ∞

−∞
∞

−∞

∞

−∞
∞

−∞ −

Equating the coefficients of   on both sides gives, nx
   3

3,, = −
−− m

nmnm qcc
and 

   .= 2
3,,

−
−− n

nmnm qcc
Consequently,  by  combining  these  two  relations we  reduce  the  number  of  unknown 
coefficient to 9. 

    (5.2.5) ,1)(= ,
1)/2(31)/2(3

,33 BA
nBmAnnnmmnm

BnAm cqc +++−+−+
++ −

where   2.,0 ≤≤ BA
Let us consider  the  second  set of  functional equations  that will  further  reduce 
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our task of finding the 9 coefficient to just determining   .0,0c

 
))(1)(1)(1(1
))(1)(1)(1(1=

),(
),(

1111

1111

1= nnnn

nnnn

n qxxqqyyq
qyyqqxxq

xyf
yxf

−−−−

−−−−
∞

−−−−
−−−−  

 
))(1)(1)(1(1
))(1)(1)(1(1

111111

111111

nnnn

nnnn

qxyyqxqyxxyq
yqxqxyqyxxyq
−−−−−−

−−−−−−

−−−−
−−−−

×  

 
)(1
)(1= 1

1

yx
xy
−

−

−
−  

   .= 1−−xy
Also, 

 
))(1)(1)(1(1
))(1)(1)(1(1=

),(
),(

1111

1111

1=1 nnnn

nnnn

n yqqyqxxq
qyyqqxxq

yxf
yxf

−−−−
−−−−

−−−−

−−−−
∞

−  

 
))(1)(1)(1(1
))(1)(1)(1(1

111111

111111

nnnn

nnnn

qyxxyqyqxqxy
yqxqxyqyxxyq
−−−−−−

−−−−−−

−−−−
−−−−

×  

 
)(1

)(1= 1−−
−
y
y  

   .= y−
The two functional equations give, 

   andyxcyxc mn
nmnm

nm
nmnm

11
,==,== = −+∞

−∞
∞

−∞

∞

−∞
∞

−∞ −

   .= 1
,==,==

nm
nmnm

nm
nmnm yxcyxc −∞

−∞
∞

−∞

∞

−∞
∞

−∞ −
Further we get, 

  11,, = −+− mnnm cc   (5.2.6) 
and 

  .= ,1, nmnm cc −−   (5.2.7) 
Next  we  obtain  the  orbit  of  the  constant  term    by  applying  (5.2.6)  and  (5.2.7) 

alternatively. I.e., 
0,0c

  .======== 0,00,112,2,23,13,01,211,0,0 ccccccccc −−−− −−  
This  shows  that 4 of  the 9  coefficients  sought by  (5.2.5)  are equal  to   We  also 

show the remaining 5 coefficient are equal to zero. Observe that by applying (5.2.7) and 
(5.2.6) alternatively on   and   we get, 

.0,0c±

2,01,1,cc 0,2c
   0,=== 1,01,01,1 ccc −

   and0=== 2,12,12,0 ccc −

   0.=== 10,10,0,2 −−− ccc
Using the Laurent expansion we summarize, 

   133
1,33

33
,33== (=),( +

+

∞

−∞
∞

−∞ + nm
nm

nm
nmnm yxcyxcyxf

   ).2323
22,33

2313
21,33

++
++

++
++ ++ nm

nm
nm

nm yxcyxc
Since each of  the 4 non‐zero  coefficients belongs  to  two orbits of  constant  terms we 
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reduce the double sum to range over all integers satisfying  2).(0 modnm ≡+  We write 
this as, 

   2313
21,33

133
1,33

33
,33(=),( ++

++
+

+ ++ nm
nm

nm
nm

nm
nmnm yxcyxcyxcyxf

   nm
nm

nm
nm

nm
nm yxcyxcyxc 333

3,33
1333

13,33
2323

22,33
+

+
++

++
++

++ +++

   )1313
11,33

1323
12,33

−+
−+

−+
−+ ++ nm

nm
nm

nm yxcyxc

   nmnnmnnnmm
nm

qxyyqyxqc 22331)/2(31)/2(3
0,0 (1= ++−+− +−

   ),121233332222 nmnmmnmnm qxyqyxqxyqxqyx −−−−++ −+−+−
where   Factorizing, 2).(0 modnm ≡+

   nmnnnmm
nm

yxqcyxf 331)/2(31)/2(3
0,0=),( +−+−

    (25) ),5.2.8)(1)(1)(1(1 1 nmnmnm qxyxyqyqxq −−+ −−−−×
where   2).(0 modnm ≡+

 
5.2.2  Specialization 
 
Let   and  , where jx ω−= ky ω−= /3)(2exp= iπω , a primitive third root of unity 

and  sum    over ),( yxf 2,0 ≤≤ kj .  Note  that,  ,  for 
 Therefore, 

0=),( kjf ωω −−
(2,2)}.(2,1),(1,2),(1,1),{(0,0),),( ∈kj

   1).,(1),()1,()1,(=),( 222

0=
2

0= −−+−−+−−+−−−− ωωωωωω fffff kj
kj

Using (5.2.2), 
   22222

1=
2

0=
2

0= )(1))(1)(1(1)(1=),( nnnnn
n

kj
kj qqqqqf ωωωωωω −−+++−− ∞

   ))(1)(12(1))(1)(12(1 222 ωωωωωω −−++−−+×
   )])(1)(12(1))(1)(12(1 222 ωωωωωω −−++−−++
    (26) .5.2.9)(1))(1)(1(118= 2233

1=
−∞ −−++ nnnn

n qqqq
Now, we will use the same substitution and summation on (5.2.8). This gives, 

   nmnnnmm
nm

kj
kj qcf ++−+− −−− 1)(=),( 1)/2(31)/2(3

0,0
2

0=
2

0= ωω

   nmkjnmkjnk
kj qqq 2222222

0=
2

0= (1 ++++ −−+× ωωω

   )22333 nmkjnmkjmnmkj qqqq −−−−++ +−++ ωωω
   ),(19= 31)/2(31)/2(3

0,0
mnnnmm

nm
qqc ++−+−

where    The  above  double  sum  can  be  split  into  two  sums  by 

multiplying it out by   
2).(0 modnm ≡+

),(1 3mq+

   nnnmm
nm

kj
kj qcf +−+−−− 1)/2(31)/2(3

0,0
2

0=
2

0= 9=),( ωω

   mnnnmm
nm
qc 31)/2(31)/2(3

0,09 ++−+−+

where    still holds.  In  the  second  sum we  let   and make  it 
equal to the first one, but with the condition that 

2)(0 modnm ≡+ 1−→mm
2).(1 modnm ≡+  Now we combine 

the two sums again and now   and n  are ranging over all integers. m
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   nnnmm
nm

kj
kj qcf +−+−∞

−∞

∞

−∞
−− 1)/2(31)/2(3

==0,0
2

0=
2

0= 9=),( ωω

   .9= 1)/2(3
=

1)/2(3
=0,0

−∞
−∞

−∞

−∞
× nn

n
mm

m
qqc

Using the Jacobi triple product  identity (Theorem 2.1) twice, with   replaced with 

 and  , we get 
),( xq

1),( 3 −q ),( 3 qq −
 

 ))(1(1))(1)(1(19=),( 132323333
1=0,0

2

0=
2

0=
−−−∞ ++−++−− nnnnn

n
kj

kj qqqqqcf ωω

   .))(1)(1(118= 233
1=0,0

nnn
n

qqqc −++∞

    (27) 5.2.10
 

 
5.2.3  Evaluating constant term 
 
Next, we can combine (5.2.9) and (5.2.10) to determine   .0,0c

   .))(1)(1(1=)(1))(1)(1(1 233
1=0,0

2233
1=

nnn
n

nnnn
n qqqcqqqq −++−−++ ∞−∞

Therefore, 
   .)(1=)( 2

1=0,0
−∞ − n

n qqc
This completes the proof of Theorem 5.3. 

 
5.3  Implications of Winquist's identity 
 
 
Corollary 5.4  

 
)3232(3

2
1

2)(0=

10
1= 2

1=)(1
nmnm

modnm

n
n qq

−−+

+

∞ −−  

  1).32)(331)(31)(6(2 +−−+−−× mnmnnm  
  

 
Proof.  We  divide  both  sides  of  Winquist's  identity  by 

 and take the limit as   to get, ))(1)(1)(1(1 1−−−−− xyxyyx 1, →yx

  ))(1)(1(1
))(1)(1)(1(1

1
lim 111

1=
1

1,

−−−
∞

−
→

−−−
−−−−

nnn

nyx
yqqxxq

xyxyyx
 

   21111111 ))(1)(1)(1)(1)(1(1 nnnnnn qyqxqxyqyxxyqqy −−−−−−× −−−−−−−

  nmnmnm

modnm
yx

yxq
xyxyyx

33)3232(3
2
1

2)(0=
11, ))(1)(1)(1(1

1
lim=

−−+

+
−

→ −−−−
 

   ).)(1)(1)(1(1 1 nmnmnm qxyxyqyqxq −−+ −−−−×
Taking the  limit on the  left hand side reduces the product to the desired form. On the 
right hand side we expand the double sum to get, 

  31



 
))(1)(1)(1(1

1
lim=)(1 1

1,

10
1= −

→

∞

−−−−
−

xyxyyx
q

yx

n
n  

 
)3232(3

2
1

2)(0=

nmnm

modnm

q
−−+

+

×  

   nnmnmnmnm qyxqyxyx 133131333( +−−+ −−×
   mnmnmnmnmnm qyxqyxqyx 33332132322313 +−−++++ −++
   ).31333222323 nmnmnmnm qyxqyx ++++++ +−

In  the 8 expanded sums, replace   with  (    ),( nm ),,nm ),,( mn ),,( nm −      
       respectively to get, 

),,( mn − ),,( mn−
),,( nm− ),,( mn −− and ),,( nm −−

 
))(1)(1)(1(1

1
lim=)(1 1

1,

10
1= −

→

∞

−−−−
−

xyxyyx
q

yx

n
n  

  ),,(,

)3232(3
2
1

2)(0=

yxHq nm

nmnm

modnm

−−+

+

×  

where 
   nmnmnnmnmnmnm

nm qyxqyxqyxyxyxH 22313133131333
, =),( ++++−−+ +−−

   nmnmmnmnmnm qyxqyxqyx 222323333321323 ++++−−+ −−+
   .31333 nmnm qyx ++++

L'Hôpital's rule was applied 4 times and using computer algebra package to calculate the 

limit,  ),,(,3

4

yxH
yx nm∂∂

∂
 we get, 

  ),(
6
1=)(1 ,3

4)3232(3
2
1

2)(0=

10
1= yxH

yx
qq nm

nmnm

modnm

n
n ∂∂

∂
−

−−+

+

∞  

 
)3232(3

2
1

2)(0=2
1=

nmnm

modnm

q
−−+

+

−  

  1).32)(331)(31)(6(2 +−−+−−× mnmnnm  
This completes the proof of the corollary. 
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6  Macdonald identity for   2G
 
 
6.1  Introduction 
 
The Macdonald  identities for the   family of root systems can be generalized 

with the function, 
2G

   ∞
−−−−− );,,,,,(=);,( 122111

,
ssss

ts qyxqyxyxqxyxqxqyxf

   ,);,,,,,( 23231133
∞

−−−−−× tttt qyxqyxyqyyxqyx
where   and  t  are positive integers. We denote the Laurent expansion of   by s tsf ,

   .);,(=);,( ,,
mm

tsnmts yxqnmcqyxf
Note that we have switched to using a notation described in Section 1.3, as the product 
involved in the calculation is too long to write out in full. 

We will assume   and   and reduce the above  function    to  the  two 

variable equivalent of  the equation  (1.4.5). A proof of  the  two variable case has been 
presented previously. Cooper [8] showed that coefficients of    in the expansion of 

  can  be  obtained  by  multiplying  two  Macdonald's  identities  for    together. 

Macdonald  [14]  and  Stanton  [16]  prove  the  two  variable  case  using  the  method 
described in Section 1.5. The method we use to determine the constant term is new. 

1=s 1=t tsf ,

nm yx

tsf , 2A

In our proof we use substitutions   and   to convert   into 

a function of three variables. This also gives a product with a high degree of symmetry. 

1
3

1
2

2
1= −− xxxx 3

1
3
2= −xxy tsf ,

   );,,( 321 qxxxf
  ( )∞−−−−−−−−− qxxqxxxxxxqxxxxxxqxxxx ;,,,,,= 2

3
1

2
1

1
2

3213
2

21
1

3
2
2

1
132

2
1

1
3

1
2

2
1  

    (28) ,6.1.1);,,,,,( 3
3

3
2

3
3

3
2

3
2

3
1

3
2

3
1

3
3

3
1

3
3

3
1 ∞

−−−−−−× qxqxxxxqxxxxqxxx
with the Laurent expansion, 

   ,);,,(=);,,( 3
3

2
2

1
1321

0=321

321
mmm

mmm

xxxqmmmcqxxxf
++

valid  in  the  annulus  .<,,<0 321 ∞xxx   Because  of  homogeneity  of    we  place 

 restriction on the triple sum. 
f

0=321 mmm ++
 
6.2  Proof of   identity 2G
 
We state the identity in the following theorem. 
 
Theorem 6.1 For   and 0≠x 1,<q  

  ( )∞−−−−−−−−− qqxxqxxxxxxqxxxxxxqxxxx ;,,,,,, 2
3

1
2

1
1

2
3213

2
21

1
3

2
2

1
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2
1

1
3

1
2

2
1  
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where  
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Proof. To prove this theorem we let   as in (6.1.1). ),,( 321 xxxf
 
6.2.1  Deriving recurrence relations 
 
As with  the  previous  identities we  start  the  proof  by  considering  recurrence 

relations involving   Observe that, .f
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Similarly we can show that, 
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),,(
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From (6.2.2) we can obtain the following relation, 
   3

3
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2
1
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Equating the powers of  x  on the two sides we get, 
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Similarly from (6.2.3) and (6.2.4) respectively we derive, 
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Now, from the product representation of   we see that only integer power of 

  should  be  present  in  the  series  expansion.  Therefore,  from  the  last  recurrence 
relation we derive, 

),,( 321 xxxf
q
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Further we conclude that, 
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Hence, 
  3). ( 12 modmm ≡  

We will use the above three recurrence relations to show that every coefficient of the 
form   can be expressed in terms of   where,   ),,( 321 mmmc ),,( 321 jjjc 11.,,0 321 ≤≤ jjj

Initially we will  use  the  first  of  the  recurrence  relations. We  replace   with 
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We can iterate the above equation. After the first iteration, 
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We can sum up the power of   to write, q
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 Now, we will use  the second recurrence relation  in order to  fix   and  to  iterate   
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Simplifying we get, 
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After   iterations, 1m
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Combining (6.2.5) and (6.2.6), 
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The power of   can be reduced to give, q
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Hence we have shown  that every coefficient can be expressed  in  terms of one of  the 
coefficients   where ),,,( 321 jjjc 11.,,0 321 ≤≤ jjj  

Now, we let   be the set of all such coefficients which are non‐zero, i.e.  S
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The set   can be derived  in similar way used at the end of Section 4.2.1. Elements of 
the  set correspond  to  the powers of     and    in  the expansion of  . 

Using (6.2.7) and summing over   the Laurent expansion for   becomes, 
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Therefore, our problem has been reduced to determining   .0c
 
6.2.2  Specialization 
 
This proof  for    is similar to the method used to prove Winquist's  identity  in 

the  sense  that  we  employ  only  one  specialization  on  both  sum  and  product 
representations  of  .  Let 

2G

f  1=1,= 21 −xx and  ,  where jx μ=3 /6),(exp= iπμ   the 

twelwth root of unity. After the substitution we sum   over ),,( 321 xxxf j  for   12.<0 j≤
Firstly, we will  look at what happens  to  the series side under  this substitution. 

Observe that, 
   1.=/12)(2exp1)((1) 312212112 mmm ijπ−

Then we get, 
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 Expanding H  we get that, 
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It can be checked that, 
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Using this we can see that all but the first two terms of  H  sum up to zero. Therefore, 
we compute that, 
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By interchanging   and   in the first series the two series become equal, 1m 2m
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Since   we rewrite this result as a product of the three  infinite separate 

sums, where we are only  interested  in the coefficient of   and we emphasise this by 
including   in our notation, i.e. if   then   

,= 213 mmm −−
0x

][ 0x ,=)( =
n

nn xcxf ∞
−∞ .=)(][ n

n cxfx

   22
2
22

=2
1122

12
=1

0
0

11
0= ])[(24=)1,(1, mmm

m
mmm

m
j

j xqxqxqcf −∞
−∞

−∞
−∞− μ

   .33
2
32

=3

mmm
m xq +∞

−∞×

Using  the  Jacobi  triple  product  identity  we  write  the  three  sums  as  three  infinite 
products, 
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Once again we will use  the  Jacobi  triple product  identity, but  this  time  to convert  the 
two infinite products involving  x  into their sum equivalences. 
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In  order  to  pull  out  only  the  coefficient  of   we  need  to  have    In  other 
words, we can write   and combine the two sums. 
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By the Jacobi triple product identity, 
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Secondly, we can turn our attention to the product representation of   We 

will use the same substitution and summation as for the Laurent expansion. Before we 
continue with the substitution we rewrite   as, 
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where    was  defined  in  Section  6.2.1.  Then  we  let    and 

 and observe how   behaves for different values of   
),,( 321 xxxH 1= 1,= 21 −xx
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It  can  be  checked  by  hand  or  by  computer  that    is  non‐zero  only  for 
 Therefore, 
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We simplify the  infinite product and since the missing eight terms are all zero we also 
sum   over all   to get, )1,(1, jH μ− ,sj'

  39



  )1,(1,
);();(

);();();();(=)1,(1,
11

0=
266

33441212
11

0=
j

j

j
j H

qqqq
qqqqqqqqf μμ −

−
−

∞∞

∞∞∞∞  

Using (6.2.8) we can deduce that the sum on the right‐hand side is equal to  . Hence, 24
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6.2.3  Evaluating constant term 
 
One thing left to do is equate the product and the series substitutions to get, 
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Further, 
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Summarizing the result, 
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This completes the proof of Theorem 6.1. 
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7  Conclusion 
 
In this thesis several of the Macdonald identities were studied and proved. 
We  supplied  the  details  for Macdonald's  proof  of    as  the  one  provided  by 

Macdonald  in  [14]  can  be  somewhat  difficult  to  follow.  Also  a  proof  of Winquist's 
identity was  provided  in  the  thesis.  This  identity was  proved  in  a  similar way  to   
identity. The only fundamental difference in the proof of Winquist's identity was that we 
employed only one specialization and summed such specialization over some  integers. 
The proof of the Macdonald  identity for    in Section 6.2 follows the same procedure 

as that of Winquist's identity. In this proof for the Macdonald identity for  , a method 
used to evaluate the constant term is new. 

2A

2A

2G

2G

Following  the  four  steps described  in Section 1.5 we gave a new proof  for  the 
quintuple product identity, in Section 3.2. 

Chapters  containing  the  Jacobi  triple  product  identity,  the  quintuple  product 
identity and Winquist's  identity contain some further  implications of the  identities. We 
showed  how  to  derive  several  interesting  formulas  in  number  theory  using  these 
identities. 

Further work  in this area could  involve similar analysis  for the exceptional root 
systems:       and   These have not been studied  in detail but are known to 

also give way to some beautiful identities in number theory. 
,4F ,6E 7E .8E
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